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�
� ��&��' は &�� �' � �� � � � に対して

�&�� �' 2 &�&�'� ��&�� �'��'

により作用する．但し

�&�' 2 &	� 3 
'&�� 3 �'��� �&�� �' 2 �� 3 �

である．そこで偶数 � � � � �をとり，�� � � � 上の正則関数 � は次のよ

うな変換公式を満たすとする；
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�' 任意の �� � � ��に対して� &�� �3��3�' 2 �&�&��� ���3������''� &�� �',

但し �&�' 2 �45 ��
���� 及び ��� �� 2 � �� とする，

�' 任意の � � ��&��'に対して � �6�7� 2 �，但し

&� �6�7�'&�� �' 2 � &�&�'� ��&�� �'��' ��1 �&�� �'���&��� ��� ��&�� �'���'

&� 2

�
	 


� �

�
' とおく．

このとき � は次のような $ .���� 展開をもつ；

� &�� �' 2
�

���������������
	&�� �'�&1�&��' 3 ��� ��'�

ここで

�/0�
�&�' 2 �� � �/0�&�' � 1�&��' � � 8 � 	� � �/0�&�'
�

� が上の変換公式 �', �' を満たし，更に

�' 	&�� �' �2 � となるのは � � ��� ��� � � の場合に限る

とき，� を重さ �, ����4 � の #�	 �� 形式と呼び，その全体を ���� と書く．

� � ���� が上の条件 �' より強く

�'� 	&�� �' �2 � となるのは � � ���� �� � � の場合に限る

を満たすとき，� を #�	 �� 尖点形式と呼び，その全体を ���	

��� と書く．� �

���� に対して，変換公式 �'は � が � � � � の関数としてはテータ関数であ

ることを意味するから，テータ関数の基底の一次結合となる．即ち 9��0���

のテータ級数

�������&�� �' 2
�
����

�

�
�

�
��3����� &�3����'��3 ��3����� � 3������

�

&� � ��� � � � � ' を用いて �	&�� �' 2 �	��&��� ��' と定義すると

� &�� �' 2
�

	���
���
�	&�'�	&�� �'

と書ける．そこで

�&� '&�' 2
�

	���
���
�	&��' &� � ��'

とおく．一方，

�&�' 2 ����&��� �' 2
�
����

�&��� ���' &� � ��'
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とおいて，�� 上の関数 � と � � ��&��' に対して

&��6�7���
�'&�' 2 �&�&�''
�&�&�''

�&�'
��1 �&�� �'��

とおく．ここで

:�&�' 2
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� �

�
� ��&��'

���� �  � &0 � �'

�

とくと，任意の � 2

�
	 


� �

�
� :�&�' に対して

�
�&�&�''

�&�'

��

2 ����&��1 �' ��1 �&�� �'

となる．そこで �� 上の正則関数 �が

�' 任意の � � :�&�' に対して ��6 7���
� 2 �,

�' � は $ .���� 展開 �&�' 2
�

������������
�&! '�&1�&!�'をもつ

を満たすとき，�を :�&�'に関する重さ �� ���の ������ モジュラー形式と

呼び，その全体を "���
�&:�&�'' と書く．条件 �' より強く

�'� �&! ' �2 � となるのは ! � � の場合に限る

を満たすとき，� を尖点形式と呼び，その全体を ����
�&:�&�'' と書く．さ

て � �"���
�&:�&�'' であって

�&! ' �2 � となるのは �# � �� ��1� !  � �## &0 � ��/0�
�&�''

のときに限る

なるもの全体を "
���
�&:�&�'' と書き，

�
���
�&:�&�'' 2 ����
�&:�&�'' �"

���
�&:�&�''

とおく．このとき *�	�����+����� 6�7 & 2 � のとき' と -�.
�/�0� 6%7 & � �

のとき' により次の定理が示された；

定理 ����� � �� �&� ' は ���� から "
���
�&:�&�'' の上への複素線形同型写

像で，���	

��� を �

���
�&:�&�'' に対応させる．この対応は ��	
� 作用素と可

換である．

この講義の一つの目的は，このような対応のメカニズムを理解することで

ある．

�



第 �部

一般論

� 保型形式

��� 保型形式の最も原始的な設定は次のように与えられるだろう；群 :

が集合 � に左から作用しているとする．又，有限次元複素ベクトル空間 �

と写像 � ; :�� � �$� &� 'があって

�&  �� �' 2 �& �  ��' Æ �& �� �' & �  � � :� � � �' &�'

を満たすとしよう（このような � を保型因子と呼ぶ）．このとき任意の  � :

に対して � & �' 2 �& � �'� &�' &� � �' なる関数 � ; � � � を : に関する

� 上の保型形式と呼ぶ．これだけではたいした議論は展開できないが，関係
式&�' から : は � � � に左から  &�� %' 2 & �� �& � �'%' により作用するこ

とがわかる．そこで & 2 :��, � 2 :�&� � � ' とおけば，自然な全射

� ; � � & &&�� %' &0 � :' �� <� 2 � &0 � :''

が考えられる．特に任意の � � � の固定部分群 :� 2 � � : �  � 2 �
 に
対して �& � �' 2 � & � :�' であるならば，% �� &�� %' &0 � :' は全単射

� =����& <�'を与えるから，� ; � � & は & 上のベクトル束を与える．この

とき � ; � � � が : に関する � 上の保型形式であることと <� �� &�� � &�''

&0 � :'がベクトル束 � ; � � & の大域的切断であることは同値である．こ

のように保型形式を幾何学的な側面からとらえることができて，それが当初

の保型形式の捉え方だったように思える 6�7．

��� ここでは保型形式を群論的な側面から捉えてみよう．群 �が �に左
から推移的に作用していて，:は � の部分群であるとする．又，保型因子 �

は � まで延長されているとする，即ち写像 � ; ��� � �$� &� 'があって

�&''�� �' 2 �&'� '��' Æ �&'�� �' &'� '� � �� � � �' &�'

を満たすとする．原点 ( � �の固定部分群を� 2 �' � � � '( 2 (
とすると，
� の � 上の表現 Æ が Æ&�' 2 �&�� (' により定義される．そこで : に関する

保型形式 � ; � � � に対して，関数 )� ; �� � を )� &'' 2 �&'� ('��� &'('

&' � �' により定義すると

�' 任意の  � : に対して )� & '' 2 )� &'',

�' 任意の � � � に対して )� &'�' 2 Æ&�'��)� &''

が成り立つ．このとき，もとの保型形式は � &�' 2 �&'� (')� &'' &� 2 '( �
�� ' � �' により復元されるから，� 上の保型形式を群 � 上の関数として

�



捉えることができる．更に，� の共役空間を � � として，% � �� * � � �

に対して �%� *� 2 *&%' � � とおく．� の表現 &Æ� � ' の反傾表現 &>Æ� � �'

は �%� >Æ&�'*� 2 �Æ&���'%� *� により定義される．そこで * � � � に対して

)���&'' 2 �)� &''� *� &' � �' とおくと，任意の � � � に対して

)���&'�' 2 �)� &''� >Æ&�'*� 2 )���Æ����&'' &' � �'

となる．これをもう少し表現論的な言い方をすると次のようになる；� 上の

左 :�不変な複素数値関数のなす複素ベクトル空間 $&:��' 上の � の右正則

表現 +� を考えると，複素線形写像

! ; � � � $&:��' &* �� )���'

は任意の � � � に対して ! Æ >Æ&�' 2 +�&�'Æ! が成り立つ．従って特に &Æ� � '

が � の既約表現ならば，)��� は � の右正則表現 $&:��' の >Æ�成分に属

する．

ここまでの議論は原始的過ぎてあまり面白いこともないので，次節では少

し解析的な趣向を凝らしてみよう．

� ユニタリ表現と保型形式

��� まず � は局所コンパクト・ユニモジュラー群として，� � � はコ

ンパクト部分群とする．� の中心 ,&�' の閉部分群 - をとり，� の閉部分

群 : は - を開部分群として含むとする．従って :�- は離散群であり : は

ユニモジュラーである．����- 上の ����測度 ��&�'� ��&�'� ��&	'をとり，	
�

��&�' 2 � と正規化しておく．��- 上の ���� 測度 ��
�& <�' を	
�

.&�'��&�' 2

	
�
�

��
�& <�'

	
�

��&	'.&�	' &. � /�&�''

が成り立つように定める�．更に : 上の ���� 測度 ��& ' を	
�

.& '��& ' 2
�
����
�

	
�

.& 	'��&	' &. � /�&:''

が成り立つように定め，:�� 上の右 ��不変測度 ����& <�' を	
�

.&�'��&�' 2

	
���

����& <�'
	
�

��& '.& �' &. � /�&�''

が成り立つように定めると	
�
�

.& <�'��
�& <�' 2

	
���

�
����
�

.& < <�'����& <�' &. � /�&��-''

が成り立つ．
������ は � 上の複素数値連続関数でコンパクトな台を持つもの全体である．

�



��� 以下，- のユニタリ指標 0を一つ固定しておく．又，� の既約ユニ

タリ表現 &Æ� �Æ' を固定して，1Æ&�' 2 ��0 Æ � 1� Æ&�' &� � �' とおく．

まず � 上の複素数値可側関数 ) であって

�' 任意の 	 � - に対して )&	�' 2 0&	'��)&�',

�'

	
�
�

�)&�'���
�& <�' ��

なるものの成す複素ベクトル空間（を
	
�
�

�)&�'���
�& <�' 2 � なる ) のな

す部分空間で割った商空間）$�&��-� 0'は �) � 2
	
�
�

�)&�'���
�& <�'をノル

ムとする複素 ?���	� 空間であり，更に畳込み積

&) � ''&�' 2
	
�
�

)&��''&���'��
�& <�'

を積とし，) �� )� &)�&�' 2 )&���''を対合とする対合的 ?���	� 環である．

$�&��-� 0' の元 ) であって � 上連続かつ ��- 上の関数 �) �& <�' 2 �)&�'�が
コンパクト台なるもの全体 /�&��-� 0'は $�&��-� 0'の稠密な部分代数とな

る．特に $�&�'は対合的 ?���	� 環であり /�&�' は $�&�' の稠密な部分代

数である．又，) � /�&�' に対して )�&�' 2

	
�

)&	�'0&	'��&	' &� � �' は

/�&��-� 0' の元を与え �)�� � �) �かつ ) �� )� は全射/�&�'� /�&��-� 0'

を与えるから，連続に延長することにより全射$�&�'� $�&��-� 0' &) �� )�'

が定義される．

さて �のユニタリ表現 &��2'に対して，��� 2 0とすると，) � $�&��-� 0'

と任意の 3� % � 2 に対して

&�&)'3� %' 2

	
�
�

)&�'&�&�'3� %'��
�& <�'

なる 2 上の有界作用素 �&)'が定まる．このとき ) �� �&)'は対合的 ?���	�

環 $�&��-� 0' の表現となる．

次に 1Æ � ) 2 ) � 1Æ 2 ) なる ) � $�&��-� 0' の全体 $�&��-� 0@ Æ' は

$�&��-� 0' の部分代数となる．ここで

&1Æ � )'&�' 2
	
�

1Æ&�')&�
���'��&�'�

&) � 1Æ'&�' 2
	
�

)&����'1Æ&�'��&�' &� � �'

である．更に任意の � � �に対して )&�����' 2 )&�'なる) � $�&��-� 0@ Æ'

の全体 $�&��-� 0@ Æ'� は $�&��-� 0@ Æ' の部分代数となる．

/�&��-� 0@ Æ' 2 $�&��-� 0@ Æ' � /�&��-� 0'�

/�&��-� 0@ Æ'� 2 $�&��-� 0@ Æ'� � /�&��-� 0'

�



はそれぞれ $�&��-� 0@ Æ', $�&��-� 0@ Æ'�の稠密な部分代数である．/�&��-� 0@ Æ'�

を��タイプ Æ の ����� 作用素の環と呼ぶ．) � /�&�'で 1Æ �) 2 ) �1Æ 2 )

なるもの全体を /&�@ Æ'とし，任意の � � � に対して )&�����' 2 )&�'なる

) � /�&�� Æ'の全体を /&�@ Æ'�とおくと，) �� )�は夫々/�&�� Æ'� /�&�� Æ'�

から /�&��-� 0@ Æ'� /�&��-� 0@ Æ'� への全射 � �代数準同型写像である．ここ

で次の命題が基本的である；

命題 ����� $�&��-� 0@ Æ' の中心は $�&��-� 0@ Æ'� に含まれる．更に，次は

同値である；

�' ��� 2 0 なる � の任意の既約ユニタリ表現 � に対して，��� における
Æ の重複度は � 以下，

�' $�&��-� 0@ Æ'� は $�&��-� 0@ Æ' の中心に一致する，

�' $�&��-� 0@ Æ'� は可換．

以下の議論では用いないが，命題�����は次のように一般化される 6�, 55���A

��7, 6�, �����7；まず可換とも � をもつとも限らない � �代数 $ について，任

意の � 個の元 	� � $ &� � 4 � �' に対して

6	�� 	�� � � � � 	�7 2
�
����

����&�'	����	���� � � � 	���� 2 �

となるとき，$ は ��可換 であるという．次が成り立つ；

�' $が ��可換ならば，任意の 5 � � に対して $ は 5�可換である，

�' ��0� $ 2  �� ならば $ は 3 ��可換である，

�' 複素係数  次正方行列のなす � �代数 "�&� ' が ��可換となる最小の �

を �&' とすると，�&' �  である，

�' �&3 �'� �&' � � である．

これを用いて次の命題が示される；

命題 ����� � �  � �に対して次は同値である；

�' ��� 2 0 なる � の任意の既約ユニタリ表現 � にたいして，��� におけ
る Æ の重複度は  以下，

�' $�&��-� 0@ Æ' は �可換．

��� � のユニタリ表現 � であって，それを � に制限したときに既約成

分として Æ を有限重複度 &�2 �' で含むとき，� をクラス�Æ のユニタリ表現

と呼び，その重複度を Æ に関する � の高さ と呼ぶ．

&��6�' を Æ に関する高さ � の � のユニタリ表現で ��� 2 0 なるものと

して，6�&Æ' を Æ�成分とする．即ち 6� 上の有界作用素 �&1Æ' を

&�&1Æ'3� %' 2

	
�

1Æ&�'&�&�'3� %'��&�' &3� % � 6�'





により定義すれば，3 �� �&1Æ'3が直交射影6� � 6�&Æ' を与える．このと

き有界連続関数

B��Æ ; �� *��� &6�&Æ''� 7��Æ ; �� �

を

B��Æ&�' 2 �&1Æ'Æ�&�'����Æ�� 7��Æ&�' 2 &��0 Æ'��1� B��Æ&�' &� � �'

により定義する．B��Æ を &��6�' に付随する ��タイプ Æ の球関数と呼び，

7��Æ を � に付随する ��タイプ Æ の球跡関数と呼ぶ．定義から

B��Æ&���
�' 2 �&�' ÆB��Æ&�' Æ �&��' &�� �� � �'

である．又，任意の � � �に対して7��Æ&���
��' 2 7� �����&�'かつ 1Æ�7��Æ 2

7��Æ � 1Æ 2 7��Æ である．) � $�&��	� 0@ Æ'� に対して �&)'6�&Æ' � 6�&Æ'

で

�&)'����Æ� 2

	
�
�

)&�'B��Æ&�'��
�& <�' � *���&6�&Æ''

である．Æに関する �の高さが �だから6�&Æ' 2 � �
Æ なる同一視を一つ決める

と *���&6�&Æ'' 2 "�&� ' と同一視される．この同一視によって �&)'����Æ� �
*���&6�&Æ'' 2 "�&� ' とみたものを 
B��Æ&)' と書くことにすると


C��Æ ; $
�&��-� 0@ Æ'� �"�&� '

は � �代数の準同型写像となる．又，) � $�&��-� 0@ Æ'� に対して


7��Æ&)' 2

	
�
�

)&�'7��Æ&�'��
�& <�'

とおくと，
7��Æ&)' 2 1� 
C��Æ&)'である．定義から 7��Æ は � 上の正定値関数

（即ち，任意の有限部分集合 �'�
������� �� � �に対して &7��Æ&'�'
��
 ''�� ������ ��

は半正定値 ���0�1� 行列）である．更に次が成り立つ；

命題 ����� &��6�'が既約ならば


B��Æ ; /�&��-� 0@ Æ'� �"�&� '

は全射である．

これらの逆が次のように成り立つ；

定理 ����� � 上の正定値連続関数 7 に対して

�' 任意の 	 � - に対して 7&	� 2 0&	'7&�',

�' 任意の � � � に対して 7&�����' 2 7&�',

�' 1Æ � 7 2 7 � 1Æ 2 7,

%



�' � �代数の全射準同型写像 B ; $�&��-� 0@ Æ'� �"�&� ' があって

B&)�' 2 B&)'��
	
�
�

)&�'7&�'��
�& <�' 2 1�B&)'

が任意の ) � $�&��-� 0@ Æ'� に対して成り立つ

ならば，Æ に関する高さが � かつ 7 2 7��Æ なる� の既約ユニタリ表現 � が

存在する．

� の既約ユニタリ表現は，それに付随する球跡関数によって決定される．

即ち，

定理 ����� �の既約ユニタリ表現 �� �� は共にクラス�Æかつ ��� 2 ���� 2 0

であるとする．このとき �� �� がユニタリ同値である必要十分条件は 
7��Æ 2
7���Æ なることである．

��� &��6�'を �の既約ユニタリ表現で，Æに関する高さが �で ��� 2 0

なるものとする．このとき � に付随して � 上の保型形式を定義しよう．

まず &+� �!' を : の有限次元ユニタリ表現として，誘導表現 ���! 2 -���
� +

の表現空間を $�&:��� +' とする．即ち

�' 任意の  � : に対して )& �' 2 +& ')&�',

�'

	
���

�)&�'������& <�' ��

なる可側関数 ) ; �� �! のなす複素ベクトル空間（を
	
���

�)&�'������& <�' 2
� なる ) のなす部分空間で割ったもの）で，内積

&)� '' 2

	
���

&)&�'� '&�''!����& <�'

&有限次元複素 ������1 空間 �! の内積を & � '! とする）に関して複素 ������1

空間である．� � � の ) � $�&:��� +' への作用を &���!&�')'&�' 2 )&��' に

より定義する．

$�&:��� +' の元 ) は � 上局所二乗可積分である，即ち，任意のコンパク

ト部分集合 " � � に対して
	
"

�)&�'����&�' �� である．
� に付随する � 上の保型形式を定義するのに，誘導表現 -���

� >+（ >+は +の

反傾表現）の >��成分を考えるが，それが非自明であるためには +�� 2 0が必

要である．

以上の準備の下，-���
� >+ の >��成分を � に制限したときの >Æ�成分（こ

こで反傾表現を考えなくてはいけない理由は ��� にあるとおりである）を

$�&:��� >+@ >�� >Æ'とおく．この空間をある程度具体的に把握するために，D ��0���1

の球関数の理論を用いる．次の定理が基本的である；

��



定理 ����� ��� 2 0 なる � のユニタリ表現 &��2' に対して，2 の ��成分

2&�' 上の � のユニタリ表現 &��� � 2&�'' の Æ�成分を 2&�� Æ' とおくと

2&�� Æ' 2 �3 � 2 � �&)'3 2 
7��Æ&)'3 8 � 	) � /�&��-� 0@ Æ'�


である．

この定理を -���
� >+ と >� に適用することを念頭に，� に付随した � 上の保

型形式の空間を次のように定義する；

定義 ����� 連続関数 ) ; �� � 0� &�!� �Æ' であって条件

�' 任意の  � : に対して )& �' 2 )&�' Æ +& '��,

�'

	
���

�)&�'������& <�' ��,

�' 任意の � � � に対して )&��' 2 Æ&�'�� Æ )&�',
�' 任意の . � /�&��-� 0@ Æ'� に対して	

�
�

)&����'.&�'��
�& <�' 2 
7��Æ&.' � )&�'

を満たすもの全体のなす複素ベクトル空間を �Æ&:��� +� �' と書く．

上の定義で -�8 � � 0� &�!� �Æ' の内積を &-�8' 2 1�&- Æ 8�' により定

義する．但し，8� � � 0� &�Æ � �!' を &8�%� 3'! 2 &%�83'Æ &% � �Æ � 3 � �!'

により定義する．保型形式の空間 �Æ&:��� +� �' 上の内積を

&)� '' 2

	
�
�

&)&�'� '&�''����& <�'

により定義すると，次の基本定理が得られる；

定理 ����� ) � * � �Æ&:��� +� Æ'���
�
Æ に対して �#�� ; �� � �

! を

��#��&�'� 3� 2 &��0 Æ'�
��*� )&�'3� &� � �� 3 � �!'

により定義すると，) � * �� �#�� は複素 ������1 空間のユニタリ同型

�Æ&:��� +� �'���
�
Æ =�$�&:��� >+@ >�� >Æ'

に延長される．

特に ��00 2 �の場合には，�! 2 � として- � � 0� &�!� �Æ'と-&�' � �Æ

を同一視すれば，�Æ&:���+��' は

�' 任意の  � : に対して )& �' 2 +& '��)&�',

�'

	
���

�)&�'��Æ����& <�' ��,

��



�' 任意の � � � に対して )&��' 2 Æ&�'��)&�',

�' 任意の . � /�&��-� 0@ Æ'� に対して	
�
�

)&����'.&�'��
�& <�' 2 
7��Æ&.' � )&�'

なる連続関数 ) ; �� �Æ のなす複素ベクトル空間に内積

&)� '' 2

	
���

&)&�'� '&�''Æ����& <�'

を与えた複素 ������1 空間である．

��� 最後に代数群のアデール化上の保型形式を扱うための一般論を与え

ておく．� は可算添え字集合で，� � � に対して �� は局所コンパクト・ユ

ニモジュラー群，�� � �� はコンパクト部分群とする．更に有限部分集合

�	 � �があって，� � �# 2 ���	に対しては �� は �� の開部分群である

とする．有限個の � � � を除いて �� � �� である &��'��� �
�
���

�� の全体

を � とすれば，それは直積群
�
���

�� の部分群である．コンパクト空間の直

積空間はコンパクトだから（E�
� � !の定理），有限部分集合 �	 � � � �
に対して �� 2

�
���

�� �
�

�����
�� は直積位相に関して局所コンパクトであ

る．更に有限部分集合 �	 � � � �� � �に対して �� は ��� の開部分空間

となり，� 2
�

��
�
�
�� である．そこで � � �が開集合であることを，全

ての有限部分集合 �	 � � � � に対して � � �� が �� の開部分集合なる

ことと定義すれば，この位相に関して �は局所コンパクト群となる．こうし

て出来た局所コンパクト群 �を ���
���に関する ���
��� の制限直積と呼
ぶ．直積群 � 2

�
���

�� は � のコンパクト部分群である．各 � � � に対し

て -� � ,&��' は閉部分群として，�-� ���
���に関する �-�
���の制限
直積を - とおけば，- は自然に ,&�' の閉部分群となる．

�� 上の ����測度 #� をとり，� � �# に対しては #�&��' 2 �と仮定する．

又，�� &� � �' 上の ���� 測度 9� は 9�&��' 2 � と正規化しておく．有限

部分集合 �	 � � � �に対して，9�&�
�' 2 � なる�� 2

�
����

�� 上の ����

測度 9� をとり，�� 上の ����測度 #� 2
�
���

#�� 9� を得る．�.55. � ��

なる . � /�&�' の全体を /���&�' とおくと /�&�' 2
�

��
�
�
/���&�' だか

ら，� 上の ���� 測度 #が	
�

.&�'�#&�' 2

	
��

.&�'�#�&�' &. � /���&�''

��



により定義される．# を ���� 測度の族 �#�
���の ���
���に関する制限
直積 と呼ぶことにする．

��- は &��'��� &0 � -' �� &�� &0 � -�''��� により ����-�
��� の
���-��-�
���に関する制限直積

�
���

�
���-� と位相群として同型だから，こ

の二つを同一視する．各 � � � に対して -� 上の ���� 測度 :� を定めて，

� �� �	 に対しては :�&-����' 2 �とする．-上の ����測度 : は �:�
���
の �-� ���
���に関する制限直積としよう．更に ���-�, ��- 上の ����

測度 #�, # をそれぞれ	
��

7&�'�#�&�' 2

	
��
��

	
��

7&�	'�:�&	'

�
�#�& <�' &7 � /�&��'�	

�

.&�'�#&�' 2

	
�
�

�	
�

.&�	'�:&	'

�
�#& <�' &. � /�&�''

となるように定めると，# は �#�
���の ���-��-�
���に関する制限直積
となる．

コンパクト群 �� &� � �' の既約ユニタリ表現のユニタリ同値類の全体を
�� と書いて，直積集合
�
���


�� の元 &Æ�'��� であって，有限個の � � � を

除いて Æ� 2 ��� となるもの全体を
�
���

� 
�� とする．&Æ�'��� �
�
���

� 
�� に対

して，有限部部集合 � � � があって � �� � ならば Æ� 2 ��� となるよう

に出来る．このときコンパクト群
�
����

�� の自明な � 次元表現を �� として

����Æ� 2 &����Æ�'��� とおくと，これは � の既約ユニタリ表現を与えて，

&Æ�'��� �� ����Æ� は
�
���

� 
�� から 
� への単射である．更に
命題 ����� 有限個を除いて �� が完全非連結（即ち，単位元を含む連結成分

が単位元のみからなる）とき，&Æ�'��� �� ����Æ� は
�
���

� 
�� から 
� への全
単射である．

同様に -のユニタリ指標を調べておく．� � ���	に対しては -���� は

-� のコンパクト開部分群となるから，-� の F �1�/���� 双対群 
-� の中で

$� 2 &-� ���'
� 2 �* � 
-� � �-� ���� *� 2 �


はコンパクト開部分群である．そこで � 
-�
��� の �$�
��� に関する制限
直積を

�
���

� 
-� とおく．すると &*�'��� �
�
���

� 
-� に対して ����*� � 
- が
&	�'��� ��

�
���

*�&	�' により定義される．このとき

��



命題 ����� �' &*�'��� �� ����*� は
�
���

� 
-� から 
-への単射連続群準同型
写像である，

�' 有限個の � � � を除いて -� が完全非連結ならば，上の写像は全射で

ある．

&Æ�'��� �
�
���

� 
�� をとり Æ 2 ����Æ� � 
� とおく．又，&0�'��� �
�
���

� 
-�

をとり 0 2 ����0� � 
- とおく．簡単のために �� 2 /�&���-�� 0�� Æ�',

�� 2 /�&���-�� 0�� Æ�'
� とおく．� � �# に対して，�� は �� のコンパク

ト開部分群だから，�� における �� の特性関数を ;� � /�&��' とおき

;���&�' 2

	
��

;�&�	'0�&	'�:�&	' &� � ��'

とおくと，;��� � �� である．�	 と Æ� �2 ��� 又は 0� �� $� となる � � �#

の全体を �� とすると（�� は有限集合である）� �� �� に対して ;���&�' 2 �

かつ任意の . � �� に対して ;��� � . 2 . � ;��� 2 . となり

�;���&�'� 2
���� ; <� � ��-��-��

� ; <� �� ��-��-�

となる．有限部分集合 �� � � � �に対して，����.� � ������ を � 上の

関数

&����.�' &�' 2
�
���

.�&��'�
�
����

;���&��' &� 2 &��'��� � �'

と同一視して ������ を $�&��-� 0� Æ' の � �部分代数とみなして

������� 2
�
�

������ � $�&��-� 0� Æ'

とおく（� は �� � � なる �の有限部分集合を走る）．同様に $�&��-� 0� Æ'�

の � �部分代数������� 2
�
�

������ を定義すると次の命題が成り立つ；

命題 ����� $��ノルムに関して，������� は $�&��-� 0� Æ' の稠密な部分空

間であり，������� は及び $�&��-� 0� Æ'� の稠密な部分空間である．

次にユニタリ表現の制限直積を考えよう．まず，複素 ������1 空間の無

限族 �6�
��� 及び，有限個の � � � を除いて（具体的には有限部分集合
�� � � を除いて）�3�

�� 2 � なる 3�
� � 6� が与えられたとする．一般に

有限部分集合 � � � に対して，代数的なテンソル積 ����6� 上の内積が

&����3������%�' 2
�
���

&3�� %�' により定義されるが，更に有限部分集合

��



�� � � � ! � � に対して 3 �� 3 � &������3�
�' は ����6� から ����6�

へのユニタリ線形写像となるから，これにより ����6� を ����6� の部分

空間と同一視して

�����6� 2
�

��
�
�
����6�

とおく．言い換えれば，�����6�は代数的テンソル積����6�の元
�

����3�

であって，有限個の � � �を除けば 3� 2 3�
� となるもの全体であるから，そ

こには内積が &����3������%�' 2
�
���

&3�� %�' により定義される．この内積

に関する �����6� の完備化 
�����6� を �6�
���の �3�
�
������ に関する制

限テンソル積 と呼ぶ．次に直積群
�
���

G.1&6�' の元 &!�'��� であって，有

限個の � � � を除いて !�3
�
� 2 3�

� なるもの全体を
�
���

�
G.1&6�' とおく．

&!�'��� �
�
���

�
G.1&6�' をとると，有限部分集合 �� � � � � に対して

����!� � G.1&����6�'となり，更に有限部分集合 �� � � � ! � �に対し
て����6� 上では����!� 2 ����!�となるから，�����!� � G.1&�����6�'

が &�����!�' ���� 3� 2 ����!�3� により定義され，これを連続的に延長

して �����!� � G.1&
�����6�' を得る．このとき &!�'��� �� �����!� は�
���

�
G.1&6�' から G.1&
�����6�' への単射群準同型写像となる．

さてここで，各 � � �に対して �� のユニタリ表現 &��� 6�'があって，有

限個の � � �を除いて（具体的には有限部分集合 �� � �を除いて）����� は

�� の自明な � 次元表現 ��� を重複度 �で含むとする．このとき � � � ���
に対して �3�

�� 2 � なる ���不変ベクトル 3�
� � 6� をとって，�6�
��� の

�3�
�
������に関する制限テンソル積を 6 とする．� 2 &��'��� � �をとると，

有限個の � � �を除くと �� � ��となり，従って &��&��''��� �
�
���

�
G.1&6�'

であるから，�&�' 2 �������&��' � G.1&6'が定義される．このとき &��6'

は � のユニタリ表現となる．���不変ベクトル 3�
� � 6� は絶対値 � の複

素定数倍を除いて一意的だから，&��6' はユニタリ同値を除いて一意的に定

まる．そこでこれを ���
��� の ���
���に関する制限テンソル積 と呼び，
������� と書く．次の定理が基本的である；

定理 ����� �� が全て既約であり，有限個の � � � を除いて �� が完全非連

結ならば，制限テンソル積 ������� は � の既約ユニタリ表現となる．

各 � � �に対して ����� 2 0� ならば ��� 2 0 となるが，逆に次の定理が

成り立つ；

定理 ����� �� &� � �' は全てタイプ - であり，有限個の � � � を除いて
/�&���-�� 0�����'は可換であるとする．このとき，��� 2 0なる �の既約

��



ユニタリ表現 &��6'が Æ 2 ����Æ� � 
� &&Æ�'��� �
�
���

� 
��' なる ��タイプ

を含むならば，各 �� の既約ユニタリ表現 �� を適当に取って � 2 �������

とできる．

以上の準備の下に，制限直積上の保型形式の空間を見てみよう．� の既約

ユニタリ表現 � は �� の既約ユニタリ表現 �� の �� に関する制限テンソル

積で

Æ 2 ����Æ� � 
�� &Æ�'��� �
�
���

� 
��

なる ��タイプを重複度 � で含むとする．このとき ����� 2 0� � 
-� とする

と，&0�'��� �
�
���

� 
-� で，��� 2 0 2 ����0� となる．ここで �� の ���タ

イプ Æ� の球跡関数を簡単に 7� と書くことにする．すると � 2 &��'��� � �

にたいして，有限個の � � � を除いて �� � �� かつ Æ� 2 ��� だから，

7�&��' 2 � となり 7��Æ&�' 2
�
���

7�&��' &� 2 &��'��� � �' である．そこで

�の閉部分群 :は -を開部分群として含むとして，:の有限次元ユニタリ表

現 &+� �!' は +�� 2 0 を満たすとする．このとき，命題 �����に注意すると，

� 上の保型形式の空間 �Æ&:��� +� �' は，連続関数 ) ; � � � 0� &�!� �Æ'

で，条件

�' 任意の  � : に対して )& �' 2 )&�' Æ +& '��,

�'

	
���

�)&�'������& <�' ��,

�' 任意の � � � に対して )&��' 2 Æ&���' Æ )&�',
�' 任意の . � /�&���-�� 0�� Æ�'

� &� � �' に対して	
��
��

)&����'.&�'�#�& <�' 2

7�&.')&�'

を満たすもの全体のなす複素ベクトル空間に内積

&)� '' 2

	
���

&)&�'� '&�''����& <�'

を与えた複素 ������1 空間である．このように � 上の保型形式は各「局所

的な ��	
� 作用素」の環 /�&���-�� 0�� Æ�'
� &� � �'の作用によって定まり，

その作用の固有値は �� の既約ユニタリ表現 �� を定めるのである．

� ���	�
 モジュラー形式

��� まず有界対象領域の基本的な一般論をまとめておく．詳細は 6��,

���5��7 を参照．

��



� は中心が有限なる連結実 H�� 群で，その H�� 環 � は半単純であるとす

る．即ち，� の �������� 形式 8�&&�< ' 2 1�&��&&' Æ ��&< '' は � 上の非退

化実二次形式である．指数写像を �45 ; �� � とする．

� の ���1�� 対合 �（即ち，H�� 環 � の位数 � の自己同型写像であって，�

上の二次形式 8�&&� �&' && � �'が負定値となるもの）を一つとり，付随す

る ���1�� 分解を � 2 �� � とする（即ち �� � はそれぞれ � の固有値 ��, �
の固有空間）．� に対応する � の連結閉部分群 � は � の極大コンパクト部

分群であり，� のコンパクト部分群は � の ��共役部分群に含まれる．実解

析的多様体の同型

� � � =�� &&��&' �� � � �45&'

が成り立ち，� � G.1&�' は �&� � �45&' 2 � � �45&�&' &� � ��& � �' によ

り � の自己同型写像に延長される 6�, 5���, � � �7．

&��&6�'��'� 2 ��なる6� � ,&�'が存在すると仮定する（このとき &���'

を ������� 対と呼ぶ）．�� 2 ��� � として

� 2 �& � �� � ��&6�'& 2 ����&

とおくと，� は �� の H�� 部分環であり �� 2 � � �� となる．

� 2 �& � � � ��&6�'& 2 �


である．そこで H��&�� ' 2 �� なる連結複素 H�� 群 �� をとり，�� の H��

部分環 �� , �
 に対応する �� の連結閉部分群をそれぞれ �� , =

 とすると，

= は可換群で

�45 ; � � =

は全射連続群準同型写像である（�は加法群）．6�� � �7 � �だから，=�� ,

��=
� は �� の部分群である．更に

命題 ����� =��=
� は �� の開部分集合で，= ��� � =� から �� へ

の写像 &�� �� >' �� ��> は全単射である．

よって ��=
� は �� の閉部分群である．ここで連続群準同型写像 4 ; ��

�� があって，次を満たすと仮定する；

�' 4 の微分写像 �&4' ; �� �� は自然な包含写像である，

�' 4&�' � =��=
� かつ 4��&��=

�' 2 ��

このとき自然な単射の列

���
��� 4&�'��=

����=
� � =��=

����=
� � = ������ �

&� � 2 �45��' により ��� を複素ベクトル空間 � の部分集合と同一視し

たものを � としよう．即ち， <' � � 2 ��� に対して

4&'' 2 �45 � � � � > &� � �� � � �� � > � =�'

��



としたとき <' 2 � と同一視する．特に <� � � 2 ��� は � � � と同一視さ

れる．このとき

��0� 2 ��0� � 2 ��0� �

だから � は � の連結開部分集合となる．さて ' � � と � � � � � に対

して，�45 � � 4&�'��=
� だから 4&'' �45 � � 4&�'��=

� ，よって

4&'' �45 � 2 �45 '&�' � �&'� �' � > &'&�' � �� �&'� �' � �� � > � =�'

と一意的に書ける．このとき

�' &'� �' �� '&�' により � は � に推移的に作用し � は � � � の固定部分
群である，

�' 写像 � ; ��� � �� は実解析的で，� � � に関しては正則である．更
に任意の '� � � �, � � � に対して

�&'�� �' 2 �&'� �&�''�&�� �'�

�' 任意の � � � に対して �&�� �' 2 4&�' であり，� � � � � に対して

�&�' 2 G�&4&�''� である．

� を自然な保型因子と呼ぶ．�� の有限次元連続複素表現 &Æ� �Æ' があれば，

�Æ&'� �' 2 Æ&�&'� �'' とおくことにより，��� 節の意味の保型因子

�Æ ; ��� � �$� &� '

が得られる．ここで更に次のことを仮定してみよう；

�� の位相群としての自己同型写像 ' �� ' があって，任意の

& � �� に対して �45& 2 �45&&' である（& �� & は �� にお

ける � 上の複素共役である）�

このとき �� �� � �に対して，�45 � � 4&�'��=
�だから �45 � � 4&�'��=

，

よって 4&�' � =��=
� より �45 ��� � �45 �� � =��=

� となる．そこで

�45 ��� � �45 �� 2 � ��&��� �'��> &� � =��&��� �' � �� � > � =�'

と書ける．このとき

�' ' � � に対して �&'&��'� '&�'' 2 �&'� ��'�&��� �'�&'� �'
��

,

�' �&��� �' 2 �&�� ��'��,

�' 任意の � � � に対して �&�� �' 2 �

が成り立つ．さて �� 上の正定値 ���0�1� 内積が �&�< � 2 8�&&�< 'により

定義され，� � �� に対して

�G�&�'&�< � 2 �&�G�&�'��< � &&�< � �� '

�



が成り立つ．この内積に関する正規直交基底により � 上の H�����.� 測度

���  ���が定まる．�� の � 上の随伴表現を G��� と書くことにして

���&�
�� �' 2 G���&�&��� �''� ���&'� �' 2 G���&�&'� �''

とおくと，' � � に対して �&'&�''  �'&�' 2 � ��1 ���&'� �'����  �� だから

��&�' 2 ��1���&�� �'
�� � ���  ��� &� � �'

は � 上の ��不変測度を与える．

ここで &Æ� �Æ' は �� の連続な既約表現で，付随する � の連続既約表

現 Æ&�' 2 �Æ&�� �' &� � �' がユニタリ表現になるように �Æ 上の正定値

���0�1� 内積 & � 'Æ がとられているとする．即ち，任意の � � �� に対し

て &Æ&�'3� %'Æ 2 &3� Æ&�'��%'Æ &3� % � �Æ' が成り立つと仮定する．このと

き誘導表現 �Æ 2 -���
�Æ の表現空間を 2Æ としよう．即ち，2Æ は可側関数

. ; �� �Æ で

�' 任意の � � � に対して .&��' 2 Æ&�'��.&�',

�'

	
�
�

.&�'��Æ��
�& <�' ��

なるもののなす複素ベクトル空間（を
	
�
�

�.&�'��Æ��
�& <�' 2 �なる .のな

す部分空間で割った商空間）であって，内積

&.� 7' 2

	
�
�

&.&�'� 7&�''Æ��
�& <�'

に関して複素 ������1空間となり，�の作用は &�Æ&''.'&�' 2 .&'���'により

定義される．�の正則離散系列表現を構成するには，表現空間 2Æ を �上の関
数の空間として構成することが重要である．その為に�Æ&�

�� �' 2 Æ&�&��� �''

&�� �� � �' とおいて，可側関数 . ; � � �Æ で	
�
&�Æ&�� �'

��.&�'� .&�''Æ��&�' ��

なるもののなす複素ベクトル空間（を積分が �なる . のなす部分空間で割っ

た商空間）を $�&�� Æ' とおくと，これは

&.� 7'Æ 2

	
�
&�Æ&�� �'

��.&�'� 7&�''Æ��&�'

を内積とする複素 ������1 空間となる．ここで . � $�&�� Æ' に対して関数
. ; �� �Æ を 
.&'' 2 �Æ&'� �'
��.&'&�'' &' � �'

により定義すると，. �� 
.は複素 ������1空間のユニタリ同型$�&�� Æ' =�2Æ

を与える．そこで誘導表現 �Æ 2 -���
�Æ の作用を，上の同型を通して $�&�� Æ'

�%



に移植すれば，� の $�&�� Æ' 上のユニタリ表現 �Æ が

&�Æ&''.'&�' 2 �Æ&'
��� �'��.&'��&�'' &' � ��. � $�&�� Æ''

により定義される．ここで � 上正則なる . � $�&�� Æ' のなす部分空間を 6Æ

とすると

�' 6Æ は $�&�� Æ' の ��不変な閉部分空間である，

�' 2 � 6Æ が ��不変な閉部分空間ならば 2 2 ��
 又は 2 2 6Æ である．

よって 6Æ �2 ��
ならば &�Æ � 6Æ'は �の既約ユニタリ表現となるから，これ

を最小の ��タイプ Æの正則離散系列表現と呼ぶ．というのは，第一に &�Æ � 6Æ'

は二乗可積分表現（つまり離散系列表現）である，即ち，任意の .� 7 � 6Æ

に対して 	
�

�&�Æ&�'.� 7'����&�' ��

である．第二に �Æに値をとる�上の多項式関数全体6Æ�
���は 6Æ の部分空間

（精確には ��有限ベクトルの全体）となるが，� 上の複素数値多項式関数全体

を � 6� 7とすれば，�Æ に値をもつ � 上の多項式関数全体は �Æ�� � 6�
 7と同

一視される．よって �� の � 6� 7 上の表現 +を &+&�')'&&' 2 )&G�&�'��&'

により定義して， 次多項式のなす部分空間 � 6� 7� への制限を +� とすれ

ば，��加群としての直和分解

6Æ�
��� 2

	�
���

Æ � +�

をもつ．ここで Æ � +� 2 Æ であり， � � ならば Æ � +� の既約成分に Æ と

同型な表現は現れない．従って Æ は �Æ �� に重複度 � で含まれ，�Æ のその

他の ��タイプは Æ より (大きい)．6Æ の Æ�成分 6Æ&Æ' を �Æ と同一視すれ

ば，�Æ の ��タイプ Æ の球関数は

B�Æ�Æ&'' 2 �Æ&'
��� �'�� &' � �'

である．6Æ �2 ��
となる必要十分条件は次のように与えられる．まず 6� �
,&�' の存在から，� の ���1�� 部分環 � は � の ���1�� 部分環でもあること

がいえる．そこで，�� に関する �� のルート系を B とおくと

B � ����� 2 �* � � 0� �� � � ' � *&�' �
����


である．実ベクトル空間
����� の内積 & � ' は B の ��/� 群に対して不変で

あるとする．

B� 2 �* � B � *&6�' 2 �
 2 �* � B � ���� � �� 
�
B� 2 �* � B � *&6�' 2 ����
 2 �* � B � ���� � �


��



とおくと &���� は * � B のルート空間'，B� は �� の（半単純部分の）ルー

ト系だから，B� の正のルート系 B
� を定めて B 2 B

� ! B
� が B の正の

ルート系をなすようにしておく．�� の有限次元既約表現 Æ の（微分表現の）

B
� に関する最高の重みを ? として + 2

�

�

�
����

* とおくと

6Æ �2 ��
 " &?3 +� *' � � 8 � 	* � B
�

である．

��� 上の一般論を実斜交群に適用してみよう．後の応用を考えて，実斜

交空間 &��@'（即ち，有限次元実ベクトル空間 � 上の非退化交代形式 @ ）

をとり，付随する斜交群を

� 2 ��&� ' 2 �� � �$�&� ' � @&��� ��' 2 @&�� �' 8 � 	�� � � � 


とおく．ここで �$�は � に右から作用していることに注意する．実 H�� 群

��&� ' の H�� 環は

� 2 ��&� ' 2 �& � ���&� ' � @&�&� �' 3@&�� �&' 2 � 8 � 	�� � � � 


であり，その ������� 形式は

8�&&�< ' 2 &��0�� 3 �'1�&&< ' &&�< � �'

となり，非退化だから � は半単純である．

# 2 �A � ��&� ' � A� 2 �� � @&�A� �' � � 8 � � �2 	� � � 


は空集合ではなくて，&�� A' �� �A��� により ��&� ' は # に推移的に作用
する．A � # に対して，� 上の複素構造を

���� 2 �A &� � � ' により定

めた複素ベクトル空間を �$ と書くと

��� ��$ 2 @&�A� �' 3
���@&�� �' &�� � � � '

は �$ 上の正定値 ���0�1� 形式を与える．付随するコンパクト・ユニタリ群

B&�$ � � � �$ ' は ��&� ' における A � # の固定部分群である．
以下，A� � # を一つ固定しておく．�& 2 A�&A��

� && � �' は � の

���1�� 対合を与え，付随する ���1�� 分解を � 2 �� � とすると，� に対応

する � の連結閉部分群が � 2 B&�$� � � � �$�' である．6� 2 ��

�
A� � ,&�' で

&��&6�'��'� 2 �� となるから， &���' は ���0�1� 対である．�� 2 ����

とおいて，@を複素双線形に延長して複素斜交空間 &�� � @'を考える．�� 2

��&�� ' とおいて 4 ; � � �� を複素線形延長による自然な包含写像とする

と，上で述べた一般論が適用できることを，少し具体的な計算を含めて見て

みよう．

C 2 �� � �� � �A� 2 �����


��



とおくと，�� 2 C� �C かつ @&C��C�' 2 @&C�C' 2 � である

から

� � � ; C� �C $ &�� �' �� @&�� �' � �
は非退化な 5������ を与える．よって 
 � � 0� &C

��C' に対して �
 �
� 0� &C

��C'が

��� � �
� 2 ��
� �� 8 � 	�� � �C�

により定義され，� � *��� &C
' に対して �� � *��� &C

�'が

�� ��� �� 2 ��� ��� 8 � 	� �C�� � �C

により定義される．� � � 0� &C
�C�' に対する �� � � 0� &C

�C�' 及

び 	 � *��� &C
�' に対する �	 � *��� &C

�' も同様に定義する．直和分解

�� 2 C� �C に応じて � � *��� &�� ' を

� 2


	 


� �

�
�

	 � *��� &C
�'� 
 � � 0� &C

��C'

� � � 0� &C
�C�'� � � *��� &C

'

と表す．即ち &�� �'� 2 &�	 3 ��� 	
 3 ��' &� � C�� � � C' とおく．

�� における � 上の複素共役を � �� � とおく．部分空間 C � �� と ) �
� 0� &C��� 'に対して ) � � 0� &C��� 'を )&�' 2 )&�' &� �C 'により定

義する．特に ) 2


	 


� �

�
� *��� &�� ' に対して ) 2


� �


 	

�
� *��� &�� '

である．よって

��&� ' 2 �� � ��&�� ' � � 2 �
 2
�

� �

� �

�
� ��&�� '

�

である．

� 2

�
� 


� �

� ���� 
 � �/0� &C
��C'

�
�

�� 2

�
� �

� �

� ���� � � �/0� &C
�C�'

�
�

�� 2

�
� �� �

� �

� ���� 
 � *��� &C
'

�
�

但し

�/0� &C
��C' 2 �
 � � 0� &C

��C' � �
 2 

�
�/0� &C

�C�' 2 �� � � 0� &C
�C�' � �� 2 �


��



である．よって

= 2

�
� 


� �

� ���� 
 � �/0� &C
��C'

�
�

=� 2

�
� �

� �

� ���� � � �/0� &C
�C�'

�

となり，�� に対応する �� の連結閉部分群は

�� 2

�
���� �

� �

� ���� � � �$� &C
'

�

である．� �� �

�
&�� �A� �

���'は複素ベクトル空間の同型 �$� =�C を与

え，これにより �$� 上の ���0�1� 形式 � � �$� を C じょうで見ると

��� ��$� 2 �
���@&�� �' 2 �������� �� &�� � � C'

となるから

� 2 �� � ��&� ' 2

�
� �

� �

� ���� � � B&C� � � �$�'
�

となる．

=��=
� 2

�
	 


� �

�
� ��&�� '

���� � � �$� &C
'

�

となり，これは �� 2 ��&�� 'の開部分集合で � 2 ��&� 'を含み����=
� 2

� である．そこで ���節の一般論を適用して # 2 ��� を � の開部分集合

と同一視したものを � とおく．


� 


� �

�
� � と 
 � �/0� &C

��C'を同

一視して，� � �/0� &C
��C' としよう．直接計算して � 2


	 


� �

�
�

��&� ' と � � � � �/0� &C
��C' に対して

�&�' 2 &	� 3 
'&�� 3 �'�� � � � �&�� �' 2


�&�� 3 �'�� �

� �� 3 �

�
� ��

となることがわかる．ここから

� 2 �� � �/0� &C
��C' � �%� � � � � � ���&C'


であることがわかる．ここで

���&C' 2 �! � *��� &C
' � ��!� ��$� 2 ��� �! �$� 8 � 	�� � � C
�

���&C � 2 �! � ���&C' � ��!� ��$� � � 8 � � �2 	� � C


��



とおいた．更に

�&��� �' 2


�� ��� �

� &�� ���'��

�
&�� �� � � � �/0� &C

��C'

となる．さて斜交空間 &��@' の偏極 �� 2 C � � C を一つ定めておく．

� � *��� &�� ' を直和分解 �� 2 C �
� �C� に応じて

� 2

�
	 


� �

�
&	 � *��� &C

�
� '� 
 � � 0� &C

�
� �C� ' �1	�'

と書くことにする．又，非退化な 5������

� � � ; C � �C $ &�� �' �� @&�� �' � �

を用いて，例えば 
 � � 0�&C
��C 'に対して �
 � � 0�&C

��C 'を �� �
� �� 2
��� �
� &	�� � � C �' により定義し，� � *���&C ' に対して �� � *���&C

�'

を �� ��� �� 2 ��� ��� &	� � C �� � � C ' により定義する．さて C�+ 2 C �
�

かつ C+ 2 C� なる + � ��&�� ' が存在するから，それを一つ固定してお

く．
� 2 G�&+��'� とおくと


� 2

��
� 


� �

� ���� 
 � �/0� &C
�
� �C� '

�
�


�� 2

��
� �

� �

� ���� � � �/0� &C� �C
�
� '

�

となる．そこで


= 2 +��=+� 
=� 2 +��=�+� 
�� 2 +���� +

とおくと，& �� �45& は 
� 2 G�&+'� から 
= への全単射で


�� 2

��
���� �

� �

� ���� � � �$� &C� '

�
�


= 2

��
� 


� �

� ���� 
 � �/0�&C
�
� �C� '

�
�


= 
��

=� 2

��
	 


� �

�
� ��&�� '

���� � � �$� &C� '

�

�任煮の �� � �� に対して ���� �� � �なる部分空間 � � � で次元が最大のものを � の
�����	�
部分空間と呼ぶ．� � � が �����	�
 部分空間ならば ���� �

�

�
���� であり，

� の �����	�
 部分空間全体に 	
�� � は推移的に作用する．�����	�
 部分空間 ��� � � �
に対して � �� ��� となるとき，これを斜交空間 ����� の偏極と呼ぶ．このとき �����	�

部分空間の対 ���� �� に � � 	
�� � は ���� �� � � � ����� ��� により推移的に作用する．

��



となる．ここで +��&� ' � =��=
� が言えるから ��&� '+ � 
= 
��


=� と

なる．そこで � � � � � に対して �45 � � ��&� '��=
� だから，

�45 � � + � ��&� ' 
��

=� � 
= 
��


=�

となる．よって �45 � � + 2 �45 
� � � � > &
� � 
�� � � 
�� � > � 
=�' とおいて

� 2 �
� � 
� � � � � 
 � �/0� &C
�
� �C� '


とおく．但し 
 � �/0� &C
�
� �C� 'と

�
� 


� �

�
� 
� を同一視している．� �� 
�

を +に関する���
�� 変換と呼ぶ．� � ��&� 'と � � � に対して，�45 � �
��&� ' 
��


=� だから

� �45 � 2 �45�&�' � �&�� �' � > &�&�' � � � �&�� �' � 
�� � > � 
=�'

と書けて，&�� �' �� �&�' により ��&� ' は � に作用する．具体的に計算す

れば � 2

�
	 


� �

�
� ��&� ' に対して

�&�' 2 &	� 3 
'&�� 3 �'��� �&�� �' 2

�
�&�� 3 �'�� �

� �� 3 �

�

となり

� 2 �� � �/0� &C
�
� �C� � -0 � � �/0

�&C
��C '


であり，更に ��&� ' の � への作用は推移的であることがわかる．但し

�/0
�&C

��C ' 2 �! � �/0�&C
��C ' � ��� �! � � � 8 � � �2 	� �C �


とする．� � � に対して C� 上の正定値 ���0�1� 形式が

�%� ��� 2 @&%&-0 �'��� �' &%� � �C� '

により定義され，付随するユニタリ群と � � � の固定部分群が同型となる；

�� � ��&� ' � �&�' 2 �
 =�B&C� � � � ��' &� �� �&�� �'�%�'�

特に � 2 �� � ��&� ' � �&
�' 2 
�
 である．
��� 古典的な ������ モジュラー形式について簡単に復習しておく．詳細

は 6�7 を参照．

� 上の斜交空間 &��� @' とその偏極 �� 2 C �
� � C� があって，� 2

������C
� 2 C �

�����C 2 C���� であるとする．部分群 : � ��&��'

は数論的部分群とする．即ち，�� の ��格子 I � �� があって : は

��&I' 2 �� � ��&��' � I� 2 I


��



と通約的�であるとする．��0�� � � ならば，十分大きな � � � � �に対
して

��&I� �' 2 � � ��&I' � �  � &0 � � � I' 8 � 	� � I


は : に含まれるから，��0�&� ' 2 � の場合にもこれを仮定しよう．&+� �!'

を : に有限次元ユニタリ表現として ��� + は : の指数有限の部分群である

と仮定する．

�
���� �

� �

�
� 
�� と � � �$� &C� ' を同一視して，&Æ� �Æ' を


�� 2 �$� &C� ' の有限次元既約表現で J .�� 図形

�� 個の正方形

�� 個の正方形
���

�� 個の正方形

に対応しているとして，�� � � と仮定する．�Æ&�� �' 2 Æ&�&�� �'' &� �
��&� '� � � � ' とおいて，� �� �Æ&��
�'が � の既約ユニタリ表現となるよ

うに �Æ 上の ���0�1� 内積を定める�．表現空間 �!� �Æ における ���0�1� 内

積をそれぞれ & � '!� & � 'Æ とすると，任意の ! � � 0� &�!� �Æ' に対して

&!3� %'Æ 2 &3� ! �%'! 8 � 	3�� �!� % � �Æ

なる ! � � � 0� &�Æ � �!'が唯一定まるから，複素ベクトル空間� 0� &�!� �Æ'

における ���0�1� 内積を &�� ! '!�Æ 2 1�&� Æ ! �' により定義する．さて正則
関数

� ; � � � 0� &�!� �Æ'

であって

�' 任意の  � : に対して � & �' 2 �Æ& � �' Æ � &�' Æ +& '��,

�' 任意の � � ��&��' と任意の �� � �/0�&C
��C ' に対して �� �&�'� は

�� � � � -0 � � ��
 で有界

の二条件が成り立つとき，� を :に関して表現 +をもった重さ Æの（或いは簡

単に &Æ� +'�型の）���	�
 モジュラー形式と呼ぶ．ここで �Æ&�� �' 2 Æ&�&�� �''

�群 � の部分群 �� に対して，群指数が �� � � � � �� かつ � � � � � �� であ
るとき，� と  は通約的であるという．

�� �

�
� �
� �

�
� � に対して ��� � ������ � ����� � ����

��� � ���� � ���� より

Æ���� � ��� � Æ����� � ����� � Æ�������� ����� � �� � ����
となるから，�Æ の �
���
 内積は

Æ���� � Æ�������� �� � ���� �� � �������
となるようにとればよい．

��



&� � ��&� '� � � � ' とおき

� �&�' 2 �Æ&�� �'
�� Æ � &��' &� � � '

とおく．よく知られているように，上の条件 �'は ��0�� � �のときには条

件 �' から自動的に成り立つ（������� の定理）．&Æ� +'�型の ������ モジュ

ラー形式 � に付随する ��&� ' 上の関数

)� &�' 2 �Æ&��
�'�� Æ � &�&
�'' &� � ��&� ''

が ��&� ' 上の有界関数であるとき，� を : に関する &Æ� +'�型の ���	�
 尖

点形式と呼ぶ．� 2 �&
�' � � &� � ��&� '' に対して

�)� &�'�� 2 &Æ&&-0
�'��-0 �' Æ � &�'� � &�''!�Æ

となる．� が尖点形式ならば，このとき任意の実数 � � � に対して	
����� �

�)&�'������ �&�' ��

である．次の定理は ��1�
� 6��7 による；

定理 ����� 実数 � � � に対して ��� � � とする．このとき : に関する

&Æ� +'�型の ������ モジュラー形式 � に対して	
����� �

�)� &�'������ �&�' ��

ならば � は尖点形式である．

: に関する &Æ� +'�型の尖点形式の全体を �Æ&:� +' と書く．

さて ��� 節の一般論を実斜交群に適用して，������ 尖点形式を表現論的に

とらえてみよう．同型 �� =� 
�� &� �� +�+��' により 
�� 2 �$� &C� ' の有

限次元既約表現 &Æ� �Æ' を �� の有限次元既約表現とみなしておく．従って
���� �

� �

�
� �� と � � �$� &C

' を同一視すれば，Æ は �$� &C
' の有

限次元既約表現で J .�� 図形

�� 個の正方形

�� 個の正方形
���

�� 個の正方形

に対応するものである．このとき最小の ��タイプ Æ の正則離散系列表現が

定義される（即ち 6Æ �2 ��
 となる）必要十分条件は �� �  なることで

ある．このとき ��1�
� の定理（定理 �����）に注意すると，次の定理が示さ

れる；

��



定理 ����� �� � のとき，最小の ��タイプ Æの正則離散系列表現 &�Æ � 6Æ'

に対して，� �� )� は複素ベクトル空間の同型�Æ&:� +' =��Æ&:���&� '� +� �Æ'

を与える．

第 ��部

重さ半整数の ������ モジュラー形式

� ���
 表現

��� 以下

�� 2

���実数体 � ; � 2��

��進数体 �� ; � ��
� �� 2

���有理整数環 � ; � 2��

��進整数環 �� ; � ��

とする．局所コンパクト加法群 �� 上の ���� 測度 �� は���! �&�����' 2 � ; � 2��

! �&��' 2 � ; � ��

と正規化しておく．加法群 �� の自明でないユニタリ指標 0を一つ固定して

おく．

&��@'を �� 上の斜交空間とする．局所コンパクト加法群 � 上の ���� 測

度 � &�' は &�� �' �� 0&@&�� �'' に関して自己双対的であるとする．即ち �

上の $ .���� 変換と逆変換が


.&�' 2 	


.&�'0&�@&�� �''� &�'� .&�' 2

	



.&�'0&@&�� �''� &�'

を満たすとする．6&� ' 2 � � �� は群演算

&�� 5' � &�� �' 2 &�3 �� 53 �3 ���@&�� �''

により局所コンパクト群となる．これを斜交空間 &��@'に付随する�������

 ��	 群 と呼ぶ．6&� ' の中心 ,&6&� '' 2 �&�� �' � � � ��
 は同一視
&�� �' 2 � により加法群 �� と同一視しておく．��� �&�� �' 2 � &�'�� は

6&� ' の ���� 測度となり，6&� ' はユニモジュラーである．

斜交空間 &��@' の H�������部分空間 C � � をとり，6&� ' の閉部分群

C � �� のユニタリ指標 0% &�� �' 2 0&�' &� � �� ' から誘導された 6&� ' の

ユニタリ表現 &��
% � 6�

% ' 2 -��
�� �
%���0% を考えよう．その表現空間 6�

% は

�' 任意の ' � C � �� に対して .&'�' 2 0% &''.&�',

�'

	
�%������� �

�.&�'��� <� ��

�



なる可測関数 . ; 6&� '� � 全体を内積

&.� 7' 2

	
%������ �

.&�'7&�'� <�

により複素 ������1 空間としたものであり，6&� ' の作用は &��
% &�'.'&'' 2

.&'�' により定義される．ここで C の ���� 測度 �% &�' を一つ定めて，

&C � ���6&� ' 上の右 6&� '�不変測度 � <' を	
�� �

.&�'��� �&�' 2

	
�%������� �

� <'

	
%���

�% &�'��.&&�� �'�'

&. � /�&6&� '''となるように定める．大切なことは次の二つの定理である；

定理 ����� &��
% � 6�

% ' は ���������� 群 6&� ' の既約ユニタリ表現である．

定理 ����� �が 6&� 'のユニタリ表現であって，任意の � � �� 2 ,&6&� ''

に対して �&�' 2 0&�' ならば，複素 ������1 空間 2 上の 6&� ' の自明なユ

ニタリ表現 �& があって，� はユニタリ表現のテンソル積 �& � ��
% とユニ

タリ同値である．

定理 �����から直ちに次の系が得られる；

系 ����� � が 6&� ' に既約ユニタリ表現で，任意の � � �� 2 ,&6&� '' に

対して �&�' 2 0&�' ならば，� は ��
% とユニタリ同値である．

� の二つの H������� 部分空間 C�C � � � に対して，系 ����� から，

&��
% � 6�

% ' と &��
% � � 6

�
% �' は 6&� ' のユニタリ表現としてユニタリ同値だか

ら，その間のユニタリ同値写像を具体的に構成してみよう．まず，C �C �

上の ���� 測度 �%�% � を一つとると，C�&C �C �'と C ��&C �C �' 上の

���� 測度

�%
�&�% �� 2 �% ��%�% � � �% �
�%�% �� 2 �% ���%�% �

が定まる�．更に C ��&C �C �' の双対空間 &C ��&C �C �''� 上の ���� 測

度 ��% �
�%�% ���� として �% �
�%�% �� の双対測度をとる．そこで �� �線形同

型写像

'%�% � ; C�&C �C �' =� &C ��&C �C �''�

を � <��� '%�% �& <�'� 2 @&����' により定義して，� � �'%�% � � � � を

��% �
�%�% ��&'%�% �& <�'' 2 �'%�% � � � �%
�%�% ��&�'
�一般に局所コンパクト・ユニモジュラー群 � の閉部分群 � に対して，��� 上の ���� 測

度 ������ ����� をとると，��� 上の左 ��不変測度 ����� ��� を�
�

�������� �

�
���

����� ���

�
�

���������� �� � ������

が成り立つように定めることかできる．このとき ���� � ����� と書くことにする．

�%



により定義すると，�'%�% � ��
��% �
�%�% ��はC �C � 上の ����測度 �%�% �

の選択に依存しなくなる．このときユニタリ写像 !�
% ��% ; 6�

% � 6�
% � が

&!�
% ��%.'&�' 2

	
% �
�%�% ��

.&&��� �'�' � �'%�% � ��
��% �
�%�% ��& <�
�'

&. � 6�
%��'により定義される．ここで 6�

%�� は連続関数 . ; 6&� '� � で

�' 任意の ' � C � �� に対して .&'�' 2 0% &''.&�',

�' <� �� �.&�'� はC � ���6&� ' 上のコンパクト台関数

なるもの全体からなる 6�
% の稠密な部分空間である．このとき

�' !�
% ��% Æ !�

%�% � 2 !�
%�% 2 4�,

�' 任意の � � 6&� ' に対して !�
% ��% Æ ��

% &�' 2 ��
% � Æ !�

% ��%

が成り立つ�．

��� 有限次元 �� �ベクトル空間 & の双対空間を &� として，� � &�* �
&� に対して ��� *� 2 *&�'とおくと，�' 2 & �&� は @'&&�� *'� &�� D'' 2

��� D� � ��� *� に関して斜交空間となる．ここで自然に &�&� � �' を部

分空間とみなせば，これらは斜交空間 &�' � @'' の H������� 部分空間であ

る．直和分解 � 2 & � &� に関する � � *����&�' ' のブロック分表示を

� 2


	 


� �

�
とする．Eを & 上の二次形式とする．即ち，関数 E ; & � ��

は

�' ? � �� � � � & に対して E&?�' 2 ?�E&�',

�' &�� �' �� E&�� �' 2 E&�3�'�E&�'�E&�' &�� � � &'は �� �双線形形式

を満たすとする．そこで �E � �/0��&&�&�' を

��� � �E� 2 E&�3 �'�E&�'�E&�' &�� � �C '

により定めて � 2


� �E
� �

�
� ��&�'' とおくと，C( 2 &� � �' は H��

������部分空間となる．このとき!�
'�%�

Æ!�
%��'�と !�

'�'�は共に &��
'� � 6

�
'�'

から &��
' � 6�

'' へのユニタリ同値写像となるから

!�
'�%�

Æ !�
%��'� 2  �&E' � !�

'�'�

なる  �&E' � � � が定まる．これを二次形式 E の���
 定数 と呼ぶ．& 上

の二次形式 E に対して

���&E' 2 �� � & � ��� � �E� 2 � 8 � 	� � &

���

�	� � の性質と次の ��� 節については ���� を参照のこと．

��



とおくと，&����&E' 上の正則な二次形式E���& <�' 2 E&�'が定まる．このと

き  �&E' 2  �&E
���' である．又，E ��  �&E' は �� 上の ��11 群 C�� か

ら乗法群 � � への群準同型写像である．

さて �� 上の斜交空間 &��@' をとる．三つの H������� 部分空間C� � �

&4 2 �� �� �' に対して C� �C� �C� 上の二次形式 E%��%��%� が

E%��%��%�&��� ��� ��' 2 @&��� ��'3@&��� ��'3@&��� ��' &�� �C�'

により定義される．このとき

���&E%��%��%�' 2 �&��� ��� ��' � ����� �C�� ����� �C�� ����� �C�


であり，&�� �� �' の並べ替え &4�� 4�� 4�' に対して

E%�� �%�� �%��
2 ����


� � �

4� 4� 4�

�
�E%��%��%�

が成り立つ．更に次の定理が基本的である；

定理 ����� H������� 部分空間 C� � � &4 2 �� �� �' に対して

!�
%��%�

Æ !�
%��%�

Æ !�
%��%�

2  �&E%��%��%�' � 4��

��� �� 上の斜交空間 &��@'の偏極 � 2 C ��C をとり，� �C �� � � C

に対して ��� �� 2 @&�� �' とおく．局所コンパクト加法群 C ��C 上の ����

測度 �% �&�'� �% &�' は &�� �' �� 0&��� ��' に関して自己双対的であるとする．
即ちC � 上の $ .���� 変換と逆変換が


.&�' 2 	
% �

.&�'0&���� ��'�% � &�'� .&�' 2

	
%


.&�'0&��� ��'�% &�'

を満たすとする．このとき � &�� �' 2 �% �&�'�% &�'である．. � $�&C �'に

対して

�.&'' 2 0
�
9 � &�3 ������ ��'� � .&�' &' 2 &&�� �'� �' � 6&� ''

とおくと，. �� �. は $�&C �' から 6�
% へのユニタリ同型写像となる．そこ

で誘導表現 -��
�� �
%���0% を $�&C �' 上に実現したものを K� と書くと，その

作用は &� 2 &&�� �'� �' � 6&� ' と . � $�&C �' に対して

&K�&�'.'&�
�' 2 0

�
�3 ���� ��3 ������ ��� � .&�� 3 �' &�� �C �'

となる．6&� ' のユニタリ表現 &K�� $
�&C �'' を ����!�"��	�� 表現と呼ぶ．

同様に 6&� ' の閉部分群 C � � �� のユニタリ指標 0% �&�� �' 2 0&�'�� から

誘導された 6&� ' の誘導表現 -��
�� �
% ����0% � を $�&C ' 上に実現したものを

>K� とおくと，その作用は � 2 &&�� �'� �' � 6&� ' と . � $�&C ' に対して

&>K�&�'.'&�' 2 0
���� ����� 3 ������ ��� � .&� � �'

��



となる．>K� は K� の反傾表現である．実際，複素双線形形式

� � �� ; $�&C �'� $�&C '� �

を . � $�&C �' � $�&C �', 7 � $�&C ' � $�&C ' に対して

�.� 7�� 2

	
% �

�% �&��'
	
%

�% &�'.&��'7&�'0&��� � ��'

により定めると，任意の � � 6&� ', . � $�&C �', 7 � $�&C ' に対して

�K�&�'.� 7�� 2 �.� >K�&�
��'7��

が成り立つ．反傾表現 &>K�� $
�&C '' も �	��" ������ 表現と呼ぼう．

さて � � ��&� 'は � 2 &�� �' � 6&� 'に �� 2 &��� �' により右から作用し

ていて，� �� �� は 6&� ' の自己同型写像である．そこで � � ��&� ' に対

して K�
�&�' 2 K�&�

�' &� � 6&� ''とおくと，&K�
�� $

�&C �''は 6&� 'の既約

ユニタリ表現で，任意の � � �� 2 ,&6&� '' に対して K�
�&�' 2 0&�' となる．

よって系 ����� より K�
� は K� とユニタリ同値となり，任意の � � 6&� ' に

対して

!�� ÆK�&�' Æ ! 2 K�&�
�'

となる ! � G.1&$�&C �'' が存在する．ここで G.1&$�&C �'' の位相とし

て，任意の . � $�&C �' に対して ! �� !. が連続となる最弱の位相を与

えると，G.1&$�&C �'' は ��.�� �L 位相群となる．そこで直積群 ��&� ' �
G.1&$�&C �'' の閉部分群

"�&� ' 2 �&�� ! ' � !�� ÆK�&�' Æ ! 2 K�&�
�' 8 � 	� � 6&� '


を考えると

F ; "�&� '� ��&� ' &&�� ! ' �� �'

は "�&� ' から ��&� ' への全射連続群準同型写像であり，その核は定数

倍写像という意味で � � である．"�&� ' の元を幾つか作ってみよう．ま

ず 	 � �$��&C
�' に対して �&	' 2

�
	 �

� �	��

�
� ��&� ' であり，"�&	' �

G.1&$�&C �' を

&"�&	'.'&�
�' 2 � ��1 	��
�.&��	' &. � $�&C �'� �� �C �'

により定義すると "&	' 2 &�&	'�"�&	'' �"�&� ' であり

" ; �$��&C
�'�"�&� '

は連続群準同型写像である．又，
 � �/0��&C
��C 'に対して 1&
' 2

�
� 


� �

�
�

��&� ' で，��&
' � G.1&$�&C �'' を

&��&
'.'&�
�' 2 0&������� ��
�' � .&��' &. � $�&C �'� �� � C �'

��



により定義すると �&
' 2 &1&
'� ��&
'' �"�&� ' であり

� ; �/0��&C
��C '�"�&� '

は連続群準同型写像である．又，��線形同型写像 � ; C =�C �に対して ��&�' 2�
� � ����

� �

�
� ��&� ' で，"��&�' � G.1&$�&C �'' を

&"��.'&�
�' 2 �����
� 
.&�� ����' &. � $�&C �''� �� �C ������'

により定義すると，"�&�' 2 &��&�'�"��&�'' �"�&� 'である．ここで �% �&��' 2

����% &�'により � � ��� � � を定義する．� �� "�&�'は連続写像である．更に

M&� ' 2

��
	 


� �

�
� ��&� '

���� � ; C =�C � ;線形同型

�

とおいて，� 2

�
	 


� �

�
� M&� ' ならば � 2 1&	���'��&�'1&����' であること

に注意して，

��&�' 2 ��&	�
��' Æ "��&�' Æ ��&����' � G.1&$�&C �''

とおけば �&�' 2 &�� ��&�'' �"�&� ' であり

� ; M&� '�"�&� '

は連続写像である．よって &�� ?' �� &�� ?�&�'' は M&� '� � � から "�&� ' の

開集合 F��&M&� ''への位相同型写像となるから，"�&� 'は局所コンパクト

群である（ 6�, 5���7 参照）．更に連続群準同型写像 B ; "�&� '� � � で

�' 任意の ? � � � に対して B&�� ?' 2 ?�,

�' � 2

�
	 


� �

�
� M&� ' に対して B&�&�'' 2 &������'� �&E�'

���

なるものが存在する．ここで E�&�' 2 �� は �� 上の二次形式であり，&	� 
'�

は��
 ��� 記号である�．���&� ' 2 ���B は "�&� ' の閉部分群（従って局

所コンパクト群）で

F ; ���&� '� ��&� ' &&�� ! ' �� �'
��� � � ��
 に対して

� �

��
�� �

�
� �� �

�
�

���	 ���� �	 ���
� ���� �� �� �� � � �
�

は  ���
 �
�
��� の �
 �部分代数となり， ���
 � と同型であるか又は �
 上の斜体となる．

��� ��� �

�
� � � �
 ���
 � のとき�
	� � � が �
 上の斜体のとき

を ����
�� 記号と呼ぶ．

��



連続全射群準同型写像で，その核は �&����'
である．

G� ; ���&� '� G.1&$�&C �'' &&�� ! ' �� ! '

は ���&� ' のユニタリ表現を与えるから，これを���
 表現と呼ぶ．後に用い

るために次のことを注意しておく；	 � �$��&C
�' に対して，�C =�C � を

一つとれば，"�&�'"&	' 2 "�&�	'だから，B&"&	'' 2 &��1 	���'� である．こ
こで :�&	' 2  �&E�' �&� ��1 	 �E�' とおくと :�&	'

� 2 &��1 	���'� となる
から

�"&	' 2 &�&	'� :�&	'
��"&	'' � ���&� ' &�'

とおく．

��� ���格子 $ � C をとり ，$� 2 �� � C � � 0&��� $�' 2 �
 とおいて
I 2 $� � $ とおく．6&I' 2 I� �� は 6&� ' の閉部分群で

0! ; 6&I'� � � &&&�� �'� �' �� 0

�
�3

�

�
��� ��

�
'

は 6&I' の連続なユニタリ指標となる．そこで誘導表現 ��� 2 -��
�� �
��!�0!

を考える．その表現空間は

�' 任意の ? � 6&I' に対して �&?'' 2 0!&?'�&'',

�'

	
��!���� �

��&''���& <'' ��

なる 6&� ' 上の可測関数 � の全体であり，� � 6&� ' の � � -��
�� �
��!�0!

への作用は &���&�'�'&'' 2 �&'�' により定義される．ここで �	����1N 関

数". � %&C �' に対して

O)&�' 2

	
*�

.&�3H'0

�
�3

�

�
��� ��3 �H� ��

�
�*�&H' &� 2 &&�� �'� �' � 6&� ''

により 6&� '上の関数 O)を定義すれば，O) � -��
�� �
��!�0!であり �O)� 2 �.�

である．更に次の定理が成り立つ；

定理 ����� . �� O) は 6&� ' のユニタリ表現のユニタリ同値写像

&K�� $
�&C �'' =� -��

�� �
��!�0!

に延長される．

	即ち，� の �
�部分加群であって � の �
 　上の基底を含むもの．


 � � のときには各階微分の多項式倍が常に有界なる関数，
 � � のときには台がコン

パクトなる連続関数．

��



-��
�� �
��!�0! を �	��" ������ 表現の格子モデル と呼ぶ．さて I� 2 I なる

� � ��&� ' の全体を ��&I' と書き，��&I' の部分群

�����&I' 2 � � ��&I' � 0!&?
�' 2 0!&?' 8 � 	? � 6&I'


を考えよう． � �����&I' に対して，複素 ������1 空間 -��
�� �
��!�0! の自己

同型写像 ��& 'が

&��& '�'&�' 2 �&��' &� � -��
�� �
��!�0!� � � 6&� ''

により定義される．そこで定理 ����� のユニタリ同値写像 . �� O) により

��& ' が誘導する $�&C �' 上の自己同型写像を同じく �� と書こう．すると

 �� & � ��& '' は �����&I' から "�&� ' への群準同型写像であることがわ

かる．そこで ������&I' 2 F��
� �����&I' とおくと，群準同型写像

+� 2 +!�� ; ������&I'� � �

が定まって，任意の � � ������&I' に対して
G�&� ' 2 +�&� ' � ��& ' & 2 F�&� ''

が成り立つようにできる．ここで 	 � � をとって 6&I' のユニタリ指標

0!��&?' 2 0!&?' � 0&@&	� H'' &? 2 &H� �' � 6&I''

を定義する．又，	 2 &	�� 	��' � � 2 C � �C としてC � 上の �	����1N 関

数 . � %&C �' に対して

�)6	7&�'' 2 O+�	
 ��,�)&	� �'

2 0

�
�

�
�	�� 	���

�
�
	
*�
&G��-&�''.'&	� 3 H'0&�H� 	���'�*�&H'

&�' � ���&� '-' とおくと，テータ級数の変換公式が次のように述べられる；

定理 ����� 任意の � � ������&I' と ? � 6&I' に対して

�)6	7&&� � ?'�'' 2 +!&� '0!���&?'�)6	 7&�''�
6証明7 G�&� 'と K�&?' を -��

�� �
��!�0! 上で実現したものを同じ記号で表せば，

7 2 G��- &�''. として
�)6	7&&� � ?'�'' 2 &G�&� ' ÆK�&?'O.'&	� �'

2 +!&� '&K�&?'O.'&	 � �'

2 +!&� 'O.&&	 � �'?'�

��



ここで ? 2 &H� �' とおくと，&�� 5' � 6&� ' に対して

&H� �'��&�� 5'&H� �' 2 &�H���'&�3 H� 53 �3 ���@&�� H''

2 &�� 53 ���@&�� H'� ���@&H� �3 H''

2 &�� @&�� H''&�� 5'

より

O.&&	 � �'?' 2 O.&?&�� @&	 � H''&	 � �'

2 0!&?&�� @&	 � H'''O.&	 � �'

となり，求める等式を得る．

特に �' 2 �� � ���&� '� 	 2 � の場合に

系 ����� C � 上の �	����1N 関数 . � %&C �' に対して

�)&��' 2 	
*�
&G�&��'.'&H'�*�&H' &�� � ���&� ''

とおくと，任意の � � ������&I' に対して
�)&� ��' 2 +!&� ' � �)&��'�

��� �$��&� ' の閉部分群

���&� ' 2 �� � �$��&� ' � @&��� ��' 2 9&�' �@&�� �' 8 � 	�� � � � 


は，� � ���&� ' と � 2 &�� �' � 6&� ' に対して �� 2 &��� 9&�'�' により

6&� ' に右から作用し，� �� �� は 6&� ' の位相的自己同型写像である．特

に半直積 ��&� '- 2 ��&� ' � 6&� ' を #��� � 群と呼ぶ．更に ���&� ' は

F ; ���&� ' � ��&� ' を通して 6&� ' に作用するから，半直積 ���&� '- 2���&� '�6&� ' 及び

F- ; ���&� '- � ��&� '- &&��� �' �� &F&��'� �''
を考えると，���&� ' の ���� 表現 &G�� $

�&C �'' を用いて ���&� '- の既約ユ

ニタリ表現 &G��- � $
�&C �''が

G��-&��� �' 2 G�&��' ÆK�&�'

により定義される．

ここで ���&� 'のユニタリ表現 �があれば，自然な射影 ���&� '- � ���&� 'を

通して ���&� '- のユニタリ表現 �- が生ずるから，ユニタリ表現のテンソル積

+ 2 �- � G��- は ���&� '- のユニタリ表現で，任意の � � �� 2 ,&6&� '' 2

��



,&���&� '- ' に対して +&�' 2 0&�' となる．逆に，任意の � � �� に対して

+&�' 2 0&�' なる ���&� '- のユニタリ表現 &+�6'があると，それを 6&� ' に

制限すると，定理 �����より，複素 ������1 空間 2 があって 6 2 2 
�$�&C �'

かつ +��� � 2 �& �K� である．このとき 2 2 &�� �&$
�&C �'� 6' で，オペ

レータ・ノルム �! � 2 �.5
���)�*��% ��

�!.���.� により複素 ������1 空間になる．

そこで 2 上の ���&� ' のユニタリ表現 � を

�&��'! 2 +&��� �' Æ ! Æ G�&��'��

により定義すると，+ 2 �- � G��- となる．正確には次の定理が成り立つ；

定理 ����� � �� �- �G��- は ���&� ' のユニタリ表現 � のユニタリ同値類と

+�/����� �

2 0なる ���&� '- のユニタリ表現 +のユニタリ同値類の間の全単

射を与える．特に �- �G��- が既約となる必要十分条件は � が既約なること

である．

 重さ ��� の保型因子

��� &��@'を実斜交空間として，��� 節の記号を用いる．�&�' 2 �	&�' 2

�45&��
����' とおいて，' 2 &�� �' � ��&� '- &� � ��&� '� � 2 &�� �' �

6&� '' と , 2 &�� �' � ��- に対して

:&'@,' 2�


�3

�

�
@&�� �

�
�

�%

�
�&�� �'���'

3@&����&�� �'���' 3
�

�
@&����&�� �'���'

�
とおき，, � 2 &��� ��' � ��- に対して

I&, �@,' 2 �

�
�

�
�&�� � �'&�� � �'��� �� � ��

�
とおくと

I&'&, �'� '&,'' 2 :&'@, �'I&, �@,':&'@,'

となる．特に � � � と ��� � � C� に対して I�&�
�� �' 2 I&�� ��@ �� �' と

おく．

����������群6&� 'の中心 ,&6&� '' 2 �のユニタリ指標0&�' 2 1���
����

から 6&� ' に誘導された誘導表現 �� 2 -��
�� �
/��� ��0 を考える．その表現空

間は

�' 任意の � � � に対して .&'&�� �'' 2 0&�'��.&'' 2 �&�'.&'',

�'

	
�� �
/��� ��

�.&''���& <'' ��

��



なる 6&� ' 上の複素数値可測関数 . の全体であり，� � 6&� ' の作用は

&��&�'.'&'' 2 .&���'' で定義される．一方 ��- における &�� �' � ��- の

6&� '�軌道は M� 2 ��
 �C� となり，これを &�� �' 2 � なる同一視により

M� 2 C� とみなす．&�� �' � M� の 6&� ' における固定部分群は ,&�6&� ''

だから，誘導表現 -��
�� �
/��� ��0 を M� 2 C� 上の関数の空間上に実現するこ

とができる．それを具体的に書いてみよう．まず

��&�' 2 &��1 -0 �'���%�&�'

は M� 2 C� 上の 6&� '�不変測度であり，' � ���� '- に対して '&�� �' 2

&��� ��' � ��- とすると

���&�
�' 2 ��&�'

となる．. � -��
�� �
/��� ��0 に対して M� 2 C� 上の関数 �.が

�.&�' 2 :&�@ �� �'��.&�' &� 2 �&�' � M� 2 C� � � � 6&� ''

により定義されて �.&�'�� 2 ��.&�'��I�&���' となる．一方，� � 6&� ' に対

して 7 2 ��&�'. とおくと

�7&�' 2 :&���@ �� �'�.&���&�'' &� � M� 2 C� '

となる．そこで � � � に対して，M� 2 C� 上の複素数値可測関数 . で

あって 	
%�

�.&�'��I�&���'��&�' ��

なるもの全体のなす複素 ������1 空間を &� とすると，6&� ' の &� 上のユ

ニタリ表現 �� が

&��&�'.'&�' 2 :&���@ �� �'.&���&�'' &� � 6&� '� . � &�'

により定義される．更に M� 2 C� 上正則なる . � &� の全体 �� は &� の

閉部分空間となり，&�� �&�' の部分表現 &�� ���'が定まるが，実は &�� ���'

は 6&� ' の �	��" ������ 表現 &>K�� $
�&C '' とユニタリ同値である．そのユ

ニタリ同値写像を具体的に与えるために，幾つか準備をしておこう．まず

9�! 2 &! 3 ! '��が正定値となる ! � �/0� &C
�
� �C� ' の全体 %� 上の正則

関数 ��1��
� を

��1��
�! 2

	
% �

1���0�0� ��% � &�' &! � %� '

により定義すると，&��1��
�! '� 2 ��1!��（�% �&�' 2
��

���

��� &� 2
��

���

��3�'

なるC � の ��基底 �3�
������� �� に対して ��1 ! 2 ��1&�3�� 3 ! �'�� ������ �� に

より定める）であり，正定値なる ! � �/0�&C
��C ' に対して ��1��
�! 2

�



&��1! '�
� となる．整数  に対して ��1�
�! 2 &��1��
�! '�� とおく．同様

に 9�� 2 &� 3 �'��が正定値なる � � �/0� &C� �C
�
� ' の全体 % �� 上の正則

関数 ��1��
� が

��1��
�� 2

	
%

1���0��0��% &�' &� � % �� '

により定義される．! �� !��は %� から % �� への双正則な全単射で ��1��
�&!��' 2

��1�
�! である．そこで � � � に対して

 &�' 2 ��1��
�&��
���' � ��1&�-0 �'�
��

>�&�' 2 �

�
��

�
������ ��

�
&� � C� '

とおいて，7 � $�&C ' に対して

E�&7'&�' 2  &�'

	
%

>�&� � %'7&%'�% &%' &� �C� '

とおくと，7 �� E�&7' は 6&� ' のユニタリ表現 &>K�� $
�&C '' から &�� ���'

へのユニタリ同値写像を与える．&�� ���' を �	��" ������ 表現 &>K�� $
�&C ''

の $��� モデル と呼ぶ．反傾表現 &K�� $
�&C �' の $ 	
 モデルをみるため

に，まず $ .���� 変換 ' ; $�&C �' =�$�&C ' を

&'.'&�' 2

	
% �

.&%'�&��%� ��'�% � &%' &. � $�&C �' � $�&C �''

により定義する．又 � � � に対して �� 2 �� � � とおき，; 2

�
�� �

� �

�
�

���&� 'とおいて，6&� ' の��� 上のユニタリ表現を >��&�' 2 ���&�
1' &� �

6&� '' により定義する．このとき

$�&C �' ��� $�&C '
(������ ���

は &K�� $
�&C �''から &>�� ����'へのユニタリ同値写像となる．ここで I��&���' 2

I�&���'だから，複素 ��.����1 空間としては ��� は �� と同じものである．

��� ���������� 群 6&� 'のユニタリ表現 &�� ���' の作用は，. � �� と

� � 6&� ' 及び � � M� 2 C� に対して �� 2 �&�' � M� 2 C� とおくと

&��&�'.'&�
�' 2 :&�@ �� �'��.&�'

と書ける．そこで ' 2 &�� �' � ��&� '- と � � M� 2 C� に対して '&�� �' 2

&�&�'� ��' � M���� 2 C� として

&! �&''.'&��' 2 :&'@ �� �'��.&�' &. � ��'

�%



とおくと，! �&'' は �� から ����� へのユニタリ写像で，更に '� � ��&� '-

をとれば

! �&'�'' 2 ! ����&'�' Æ ! �&''

となる．そこでユニタリ自己同型 !�&'' � G.1&$�&C '' を可換図式

$�&C '
(������ ��

���,�

��� ���� ��,�

$�&C ' �����
(����

�����

により定義する．�� �� � � に対して �� から ��� へのユニタリ同型を

B���� 2 E�� ÆE��
� と定義すると，. � �� に対して

&B����.'&�
�' 2  &��� �'

	
%�

I&��� ��@ �� �'��.&�'I�&���'��&�'

となることが示される．ここで

 &��� �' 2  &��' &�'��1��
�

�
&���

���'�� 3 &��
���'

��
�

2 ��1��
�

�
�� � �

�
���

�
��1&-0 ��'�
� ��1&-0 �'�
�

である．ユニタリ自己同型 !�&'' � G.1&$�&C '' をユニタリ同型写像 E� ;

$�&C '� =��� により�� のユニタリ自己同型とみれば

!�&'' 2 B������ Æ ! �&'' � G.1&��' &' 2 &�� �' � ��&� '- '

となる．さて，ユニタリ同型写像 >!�&'' � G.1&$�&C �'' を可換図式

$�&C �' ������ $�&C '
(������� ���

����,�

��� ���� �� �1��,1�

$�&C �' �����
�

$�&C ' �����
(�����

������

により定義する．すると ' 2 &�� �'� '� 2 &J� ��' � ��&� '- に対して

>!�&'' Æ >!�&'
�' 2 D�&�� J' >!�&''

�'

が成り立つ．ここで � � ��&� ' と �� �� � � に対して

;&�@ ��� �' 2 ��1��
�


�&��'� �&�'

�
���

�
� ��1�
�

�
�� � �

�
���

�
� � ��1 �&�� ��'���
�� ��1 �&�� �'���
�

��



とおき，�� J � ��&� ' と � � � に対して

D�&�� J' 2 ;&�@ �� J&�'' � � �

とおく．'� '�� '�� � ��&� '- に対して結合法則

& >!�&'' Æ >!�&'
�'' Æ >!�&'

��' 2 >!�&'' Æ & >!�&'
�' Æ >!�&'

��''

が成り立つから，�� J� Æ � ��&� ' に対して

D�&J� Æ'D�&�J� Æ'
��D�&�� JÆ'D�&�� J'

�� 2 �

となる．即ち D� は � � に値をとる ��&� ' 上の実解析的な ��	 	/	��となる

（��&� ' は � � に自明に作用している）．そこで付随する群拡大を "�&� @ �'

としよう．即ち，"�&� @ �' 2 � � � ��&� ' で，群演算を

&;� �' � &:� J' 2 &;:D�&�� J'� �J'

により定義すると，"�&� @ �'は連結な実 H�� 群である．更に � � ��&� ' に

対して

*�&�' 2 ��1 �&�� �'�� ��1 �&�� �'�
とおくと��，�� J � ��&� ' に対して

D�&�� J'
� 2 *�&J'*�&�J'

��*�&�'

となるから，&;� �' �� ;�*�&�' は "�&� @ �' から � � への連続群準同型写像

となる．その核を ���&� @ �' としよう．即ち

���&� @ �' 2 �&;� �' � � � � ��&� ' � ;� 2 *�&�'
��


は "�&� @ �' の閉部分群となり，従って実 H�� 部分群となるが，更に連結で

あることもわかる．よって

F� ; ���&� @ �'� ��&� ' &&;� �' �� �'

により ���&� @ �' は ��&� ' の連結な二重被覆群となる．ここで &;� �' ��
&�� ; >!�&�'' は "�&� @ �' から "�&� ' への位相群としての同型写像であり，

&;� �' �"�&� @ �' に対して

B&�� ; >!�&�'' 2 ;�*�&�'

��

�
���� �
� �

�
� ���と � � �������を同一視しているから（��頁），� �

�
� �
� �

�
� 	
�� �

に対して

!��� "� �

�
���" � ���� �

� �" � �

�
� �" � � � ��� � �������

である．

��



であることが示される．よって &;��' �� &�� ; >!�&�'' は ���&� @ �' から ���&� '

への位相群の同型写像となる．よって ���� 表現は

G� ; ���&� @ �'� G.1&$�&C �'' &&;� �' �� ; >!�&�''

となる（但し 0&�' 2 �&�' である）．その反傾表現 &>G�� $
�&C '' は >G�&��' 2

;��!�&�' &�� 2 &;� �' � ���&� @ �'' である．

��� �� 2 
� � � に対して ���&� ' 2 ���&� @ ��' とおき

F ;���&� '� ��&� ' &&;� �' �� �'�

G ;���&� '� G.1&$�&C �'' &&;� �' �� ; � >!��&�''

とおく．���&� ' は . を通して � に作用している．特に

�� 2 F��&�' 2 �&;� �' � � � �� � ;� 2 ��1 �&�� ��'
��


は �� � � の固定部分群で，直積群 � � � � の閉部分群である．ここで�� 2 &;� �' � ���&� ' に対して

��
�&��� �' 2 ;�� � ;&�@ �� ��'� ��1 �&�� �'��
�

とおくと，��
�&��� �'� 2 ��1 �&�� �' となるから，��
�&��� �'は �� � ���&� ' に

関して実解析的，� � � に関して正則である．又，��� �J � ���&� ' に対して

��
�&���J � �' 2 ��
�&��� J&�''��
�&�J � �'
となる．特に

��1�
� ; �� � � � &�� 2 &;� �' �� �&��� ��' 2 ;��'

はコンパクト群 ��の �次元ユニタリ表現である．ここで����表現 &G�$�&C �''

を �� に制限したときの既約分解を考えよう．その為にユニタリ同型
$�&C �' ��� $�&C '

(��
����� ����

により ���� 表現を ����
上で実現したとしよう．すると C� 上の多項式関数

= � � 6C� 7に対して .&�' 2 = &�'I���
&�� �'�� &� �C� 'とおくと . � ����

で，�� 2 &;� �' � ���&� ' に対して

&G&��'.'&�' 2 ; � = &��&�� ��''I������&�� �'
�� &� � C� '

となる．従って ���� 表現 G を �� のい制限したときの既約分解は
G�
�� 2

	�
���

��1��
� � �/0�

��



となる．ここで �/0� はコンパクト・ユニタリ群� 2 B&C� � � � ���' の  次

対称テンソル表現であり，�$� &C� ' の表現とみれば J .�� 図形は

� � � � � � 

である．そこで (最小の) ���タイプ ��1��
� に対応する $�&C �' のベクトル

をとろう．即ち . 2 '�� ÆE��
���

I���
&�� �'�� � $�&C �' とおくと

.&3' 2 ��1&�-0 ��'
�
��

�
�

�
�3� 3���

�
&3 � C �'

である．ここで �' 2 &��� �' � ���&� '- &�� 2 &;� �' � ���&� '� � � 6&� '' に対

して ' 2 &�� �' � ��&� '- とおいて '&��� �' 2 &�� �' � ��- とおくと

&G��- &�''.'&3' 2 ;& >!��&''.'&3'

2 ; � :&'@ ��� �' ��1&�-0 �'�
��

�
�

�
�3� 3��3 �3���

�
&3 �C �'

となる．よって G��- &�''を -��
�� �
��!�0! 上で実現したとして O) � -��

�� �
��!�0!

への作用を考えれば

&G��- &�''O)'&�
�' 2 ; � :&'@ ��� �' ��1&�-0 �'�
��

�
�� �

�
�	�� 	���

�
� �6	7&�� �'

となる．ここで �� 2 &	� �' � 6&� ' &	 2 &	�� 	��' �C � �C ' とし

�6	7&�� �' 2
�
��*�

�

�
�

�
�H 3 	�� &H 3 	�'��3 �H 3 	�� � 3 	���

�
&�'

は 9��0��� のテータ級数である．よって定理 �����よりテータ級数の変換公

式を得る；0!&�' 2 �

�
�3

�

�
��� ��

�
&� 2 &&�� �'� �' � 6&I'' に対して

���&I' 2 � � ��&I' � 0!&��' 2 0!&�' 8 � 	� � 6&I'


とおくと

定理 ����� 任意の  � ���&I' に対して，F&� ' 2  なる � � ����&I' をと
れば

��6	7& &�'� ��& � �'��' 2 +!&� '��
�&� � �':& @ �� �'����6	 7&�� �'

である．ここで ��6	7&�� �' 2 �

�
��

�
�	�� 	���

�
� �6	7&�� �' とおく．

&�� �' � I に対して � 2 &&�� �'� �' � 6&I' とおくと

�6�7&�� � 3 �� 3 �' 2 0!&�':&�@ �� �'
���6�7&�� �'

��



となることに注意しよう．定理 �����で特に

�&�' 2 �6�7&�� �' 2
�
��*�

�

�
�

�
�H� H��

�
&� � � '

とおけば，任意の � � ����&I' に対して
�& &�''��&�' 2 +!&� '��
�&� � �'

である．よって特に任意の � � ����&I' に対して +!&� ' 2 �である（ 6��7 の

���5�P, (� 参照）．

��� 数論的部分群 : � ��&��' をとり（��0�&� ' 2 � のときには十分大

きな � � � � �に対して ��&I� �' � :であると仮定する），���&� ' の離散

的部分群 �: 2 F��&:' のユニタリ指標 * として，���* は �: の指数有限の
部分群であると仮定する．

�
���� �

� �

�
� 
�� と � � �$� &C� ' を同一視して，

&Æ� �Æ' を 
�� 2 �$� &C� ' の有限次元既約表現で J .�� 図形

�� 個の正方形

�� 個の正方形
���

�� 個の正方形

に対応しているとして，�� � �と仮定する．このとき �� の既約ユニタリ表
現 Æ � ��1��
� が

�� 2 &;� �' �� ��
�&��� ��'���Æ&�� ��' 2 ; � �Æ&�� ��'

により定義される．これらのデータに対して ��� 節と同様にして，(重さ半整

数)の ������ モジュラー形式を論ずることができるだろう．即ち，正則関数

� ; � � �Æ

であって

�' 任意の � � �: に対して � & &�'' 2 *&� '����
�&� � �'���Æ& � �'� &�',

�' 任意の � � ��&��' と任意の �� � �/0�&C
��C ' に対して

� ��1 �&�� �'��
���Æ&�� �'
��� &�&�''�

は �� � � � -0 � � ��
 で有界

であるとき，� を :に関する重さ Æ� ��1��
�，指標 *の ������モジュラー

形式と呼ぶ．更に，付随する ���&� ' 上の関数

)� &��' 2 ��
�&��� ��'�Æ&�� ��'
��� &�&��'' &�� � ���&� '� F&��' 2 �'

��



が ���&� ' 上の有界関数となるとき，� を尖点形式と呼ぶ．ここで

�)� &��'� 2 � ��1 �&�� ��'��
���Æ&�� ��'� &�&��''�

は F&��' 2 � � ��&� ' の関数となって，任意の � � � に対して	
����� �

�)� &��'������ �&�' ��

となる．逆に ��1�
� の定理 �����と同様に

定理 ����� 実数 � � � に対して �&�� � ���' � � とする．このとき : に

関する重さ Æ � ��1��
�，指標 * の ������ モジュラー形式 � に対して	
����� �

�)� &��'������ �&�' ��

ならば � は尖点形式である．

:に関する重さ Æ� ��1��
�，指標 * の尖点形式の全体を �Æ���#���&:� *'

と書く．��� 節で述べた ������ 尖点形式の場合と同様に，定理 �����の � 2 �

の場合を用いて，���&� ' 上の正則離散系列表現と重さ Æ � ��1��
� の ������

尖点形式の関係を与えることができる．即ち	
��

&Æ � ��1��
�&-0 �'.&�'� .&�''Æ��#�����
&�' ��

なる正則関数 . ; � � �Æ の全体6Æ���#��� は

&.� 7' 2

	
��

&Æ � ��1��
�&-0 �'.&�'� 7&�''Æ��#�����
&�'

を内積とする複素 ������1 空間となり，���&� ' の6Æ���#��� 上のユニタリ表

現 �Æ���#��� が

&�Æ���#���&��'.'&�' 2 ��
�&����� �'���Æ&�
��� �'��.&���&�''

により定義される．6Æ���#��� �2 ��
となる必要十分条件は �� �  なるこ

とであり，このとき &�Æ���#��� � 6Æ���#���' は ���&� ' の既約ユニタリ表現

となり，(最小の) 　���タイプ Æ � ��1��
� を重複度 � で含む．

定理 ����� �� �  ならば，� �� )� は複素 ������1 空間の同型

�Æ���#���&:� *' =��Æ���#���&
�:����&� '� *� �Æ���#���'

を与える．よって � � �Æ���#���&:� *' と D � � �
Æ に対して

���2&��' 2 &��0 Æ'�
��D� )� &��'� &�� � ���&� ''

とおくと，� � D �� ���2 は複素 ������1 空間のユニタリ同型

�Æ���#���&:� *'���
�
Æ =�$�&�:����&� '� *��@ >�Æ���#��� �

>Æ � ��1�
�'

に延長される．

��



��� � を有限次元複素ベクトル空間とし，��格子 I � � をとる．実双

線形形式 E ; � � � � � が，任意の �� � � � に対して

E&
����� �' 2 ���E&�� �'� &E&�� �'�E&�� �' � ����

を満たすとき，E を � 上の準 ������� 形式と呼ぶ．このとき

6(&�� �' 2
�

�
���&E&

����� �'�E&��
����'' &�� � � � '

は � 上の ���0�1� 形式となり

@(&�� �' 2 -06(&�� �' 2
����&E&�� �'�E&�� �'' &�� � � � '

は � 上の交代形式である．写像

* ; I� � � 2 �� � � � ��� 2 �


が，任意の 3� % � I に対して

*&33 %' 2 *&3'*&%'1�
���3��4�5�

を満たすとき，* を準 ���0�1� 形式 Eに関する（或いは @( に関する）準

指標と呼ぶ．準 ���0�1� 形式 Eに関する準指標が存在する必要十分条件は，

任意の 3� % � I に対して @(&3� %' � �なることである．
� 上の準 ���0�1� 形式 E に関する準指標 * に対して

�(��&3� �' 2 *&3' �45
�
�E&�� 3' 3

�

�
E&3� 3'

�
&3 � I� � � � '

とおくと，任意の 3� % � I に対して

�(��&33 %� �' 2 �(��&3� �3 %'�(��&%� �'

となる．そこで � 上の正則関数 � が，任意の 3 � I に対して

�&� 3 3' 2 �(��&3� �'�&�'

を満たすとき，� を I に関する型 &E�*' のテータ関数と呼ぶび，そのよう

なテータ関数の全体を &&E�*' と書く．

� 上の準 ���0�1� 形式に関する準指標が存在するとき

I( 2 �� � � � @(&3� �' � � 8 � 	3 � I


は I � I( なる � の部分加群であり，次は同値である；

�' &I( ; I' ��,

�' � 上の実交代形式 @( は非退化,

��



�' � 上の ���0�1� 形式 6( は非退化．

次の定理が基本的である；

定理 ����� � 上の準 ���0�1� 形式 E に関する準指標 * に対して

��0� &&E�*' 2

���&I( ; I'�
� ; 6( が正定値のとき�

� ; 6( が正定値でないとき�

実斜交空間 &��@' の偏極 � 2 C � �C をとり，� � C �� � � C に対し

て ��� �� 2 @&�� �' とおいて，�$�� $� � �なる ��格子 $� � C �� $ � C を

とる．

$�3 2 �� �C � � ��� $� � �
� $3 2 �� �C � �$�� �� � �


とおくと，$� � $�3 �C � 及び $ � $3 �C は ��格子となる．このとき&�'

で定義された 9��0��� のテータ級数

�6	7&�� �' 2
�
��*�

�

�
�

�
�H 3 ?� &H 3 ?'��3 �H 3 ?�� 3 #�

�
&	 2 &?� #' �C � �C , � � � , � �C� ' について次が成り立つ；

定理 ����� 	 2 &?� #' � C � �C 及び � � � に対して，�6	7&�� �' は C�

の ��格子 I� 2 �3� 3 % � 3 � $�� % � $
に関する型 &E�� *' のテータ関数で

ある．ここで

E� 2
������&-0 �'��� -0 �� &�� � � C� '

は C� 上の準 ���0�1� 形式であり，* は

*&3' 2 1���
����4�	�� *&%' 2 1��

����6�5� &3 � $�� % � $'

により定義される E� に関する準指標である．

ここで � 2 &&�� �'� �' � 6&� ' &� � C �� � �C ' に対して

:&�@ �� �' 2 �(���&�� 3 �� �'��

であることに注意しよう（� は ��*� , ��* が共に自明な指標となる E� に関

する準指標）．従って ��� �� � &&E�� *' に対して ��&�'��&�'I�&���' は I��

不変となり，&&E�� *' 上の ���0�1� 内積が

&��� ��' 2

	
%�
!�

��&�'��&�'I�&���'��&�'

により定義される．このとき定理 �����の記号を用いて，次の定理が成り立つ；

��



定理 ����� 	 2 &?� #' �C ��C 及び � � � に対して ��6	3&%� �'7&�� �'
 �5�*��
*�

は &&E�� *' の基底で，%� %� � $�3 に対して

&�6	3 &%� �'7&�� �'� �6	3 &%�� �'7&�� �''

2

���&$�3 ; $�' ��1&�-0 �'��
� ; %  %� &0 � $�'�

� ; % � %� &0 � $�'�

� 保型形式のテータ対応の一般的原理

��� 実斜交空間 &��@' の偏極 � 2 C � �C をとり，�� � � を固定し

て ��&� ' の二重被覆群 ���&� ' 2 ���&� @ ��' の ���� 表現 &G�$�&C �'' を考

えよう（ここでは 0&�' 2 �&�' としておく）．&��6' を � 上の ��"%���&�

"%�
 '���として，極大コンパクト部分群 � � ��$ � 6 をとって，被覆写

像F ; ���&� '� ��&� ' により

�� 2 F��&�' � �� 2 F��&�'� �$ 2 F��&$' � �6 2 F��&6'

とおく． �� の元と �6 の元は ���&� ' で可換だから，G& ��'� G& �6' で生成され

る $�&C �' 上の ! � Q�.0��� 環

�� 2 G& ��'��� �� 2 G& �6'��

は互いに可換である��．更に � �� 67が示したように

定理 ����� �� 2 ���，従って �� 2 ��� である．

自然な群準同型写像 4 ; ��� �6 � ���&� ' &&'� �' �� '�'により G�
��� �� 2 GÆ4

は直積群 �� � �6 の $�&C �' 上のユニタリ表現となるが，上の定理から直ち

に次の定理を得る；

定理 ����� �' &G�
��� ��'��	� の既約分解は重複度 � である，

�' �� の既約ユニタリ表現 � に対して ���� K� G�
��� �� なる �6 の既約ユニ

タリ表現は高々 � 個である．

そこで

&G�
��� ��'��	� 2

�
6�!

�6 � ��6

&�6� �
�
6 はそれぞれ ��, �6 の既約ユニタリ表現）とおく．�6� �

�
6 の表現空間を

6�� � 6��
�
として，6��


�6��
�
から $�&C �' の �6 � ��6�成分 $�&C �'6 へのユ

��複素 ����
�� 空間 # 上の有界線形作用素全体 ��#� の部分集合 � に対して
�� � � � ��#� � � Æ 	 � 	 Æ � � � �	 � ��

とおき，��� � ����� とおく．��#� の自己共役的な � �部分代数 � が ��� � � を満たすとき，
� を # 上の ��� ������� 代数 と呼ぶ．

�



ニタリ同値写像を B6 とする．特に � � �� K� G ��� �6 なる ��� �6 の既約ユ
ニタリ表現 �� �� を選び，��� �$の既約ユニタリ表現 Æ� Æ� はそれぞれ ��

�� � ���
�*

に重複度 � で含まれると仮定する．��格子 $ �C をとり

$� 2 �� �C � � ��� $� � �


とおき I 2 $� � $ とおいて

: � ���&I' ��� :� � ���&I' �6

なる合同部分群 :�:� をとる．C � 上の �	����1N 関数 . � %&C �' に付随す

るテータ級数

�)&��' 2 �
��*�

&G&��'.'&H' &�� � ���&� ''

の変換公式（系 �����）

�)&� ��' 2 +!&� '�)&��' &� � ����&I''
が成り立つから，+� 2 +!���� +� 2 +!���� とおく．
以上の設定の下に ) � $�&�:� ��� +��

� @ >�� >Æ' と . � %&C �' に対して

�#�)&�' 2

	
��� ��

)&''�)&'�'� ��&'' &� � �6'

とおくと

�#�)&� �' 2 +�&� ' � �#�)&�' 8 � 	� � �:�
である．ここで

定理 ����� . 2 B6&3� %' &3 � 6�� � % � 6���
' とする．このとき �#�) �2 �

ならば �6 2 �（従って ��6 2 ��）かつ 3 � 6�&Æ' である．更に任意の

7 � /�& �6� Æ�'� に対して	
��

�#�)&��'7&�'� ��&�' 2 
7���Æ�&7'

となる必要十分条件は % � 6��&Æ
�' なることである．

6証明7 まず任意の 7 � /�& ��� Æ'� に対して

�#�+�.�)&�' 2

	
��� ��

)&''

�	
��

7&�'�)&'��'� ��&�'

�
�
��&''

2

	
��� ��

�
��&''

	
��

�
��&�')&'�

��'7&�'�)&'�'

2 
7����Æ&7
�' � �#�)&�' 2 
7��Æ&7' � �#�)&�'�

�%



ここで 3 �� 6��&Æ' ならば

G&7'. 2 B6&�6&7'3� %'

2 B6&�6&7 � 1Æ'3� %' 2 �

だから，任意の 7 � /�& ��� Æ'� に対して


7��Æ&7' � �#�) 2 �#�+�.�) 2 ��

よって �#�) 2 � となる．そこで

3 � 6��&Æ' 2

��
�Æ � 3 2

��
���

3� 2

����
3�
���

3�

 !!"
&3� � �Æ' とおくと，任意の 7 � /�& ��� Æ'� に対して -. �"�&� ' で

�6&7'

����
3�
���

3�

 !!" 2 -.

����
3�
���

3�

 !!"
なるものがとれて，7 �� -. は /�& ��� Æ'� から "�&� ' への全射 � �代数準同

型写像である．.� 2 B6&3� � %' � %&C �' とおくと . 2
��

���

.� で

����
�#�)�

���

�#�)�

 !!" �2 �

かつ，任意の 7 � /�& ��� Æ'� に対して


7��Æ&7'

����
�#�)�

���

�#�)�

 !!" 2

����
�#�+�.�)�

���

�#�+�.�)�

 !!" 2 -.

����
�#�)�

���

�#�)�

 !!"
となる．よって � 2 � となり，従って任意の 7 � /�& 
�� Æ'� に対して
7���Æ&7' 2 -. 2 
7��Æ&7'

となるから，�6 2 � を得る．最後に任意の 7 � /�& 
6� Æ�'� に対して	
��

�#�)&��'7&�'� �� &�' 2

	
��� ��

�
��&''

	
��

�
��&�')&''�)&'��'

2

	
��� ��

)&''�+�.�)&'�'� ��&''

2

���
7���Æ�&7' � �#�)&'' ; % � 6��&Æ
�'�

� ; % �� 6��&Æ
�'

��



だから	
��

�#�)&��'7&�'� ��&�' 2 
7���Æ�&7' � �#�)&�' 8 � 	7 � /�& �6� Æ�'�

ならば % � 6��&Æ
�' となり，逆も成り立つ．

よって �#�) が �:�� �6 上で二乗可積分ならば �#�) � $�&�:�� �6� +� @��� Æ�'と

なる．

��� 6� 
�6�� から $�&C �' の � � ���成分へのユニタリ同値写像を B と

して，任意の 3 � 6�&Æ' 2 �Æ , % � 6��&Æ
�' 2 �Æ� に対して B&3�%' � %&C �'

であると仮定する．このとき % � �Æ� に対して

�3�O5&5'� 2 �7�4�5�&5' 	3 � �Æ � 5 � ���&� '

により O5 ; ���&� '� � �
Æ を定義すると

�' 任意の � � �� に対して O5&5�' 2 >Æ&�'��O5&5',

�' 任意の �� � �� � に対して O5&5�
�' 2 OÆ�����5&5'

である．実際，任意の 3 � �Æ に対して

�3�O5&5�'� 2 �7�4�5�&5�' 2 �7�Æ���4�5�&5'

2 �Æ&�'3�O5&5'� 2 �3� >Æ&�'��O5&5'��

又

�3�O5&5�
�'� 2 �7�4�5�&5�

�' 2 �7�4�Æ�����5�&5'

2 �3�OÆ�����5�&5'��

そこで ) � �Æ&�:� ��� +�� �' に対して

�%� �# &�'� 2
	
��� ��

�)&''�O5&'�'�� ��&'' 	% � �Æ� � � � �6
により �# ; �6 � � �

Æ� を定義する．�Æ の正規直交基底を �3�� � � � � 3�
 とし
て )�&'' 2 &)&''� 3�' &' � ��' とおくと

)� � $�&�:� ��� +��
� @ >�� >Æ'

で，任意の % � �Æ� に対して

�%� �# &�'� 2
��

���

�#��)�&�' &.� 2 B&3� � %' � %&C �''

となる．よって

��



�' 任意の  � � �:� に対して �# & 
��' 2 +�& �'�# &�',

�' 任意の �� � �� � に対して �# &��
�' 2 >Æ�&��'���# &�',

�' 任意の 7 � /�& �6� >Æ�'� に対して	
��

�# &��
��'7&�'�

��&�' 2 
7�����Æ�&7' � �# &�'

となる．よって �# が �:�� �6 上で二乗可積分ならば �# � ��Æ�&
�:�� �6� +��

� � >��'

となる．

��� �がコンパクト群の場合（即ち � 2 � の場合）を考えよう．

第 ���部

���	
� 形式

� 実素点での様子

��� &��@'を実斜交空間として，���節の記号を用いる．#�	 ��群 ��&� '-

は連結な実 H�� 群で，その H�� 環は ��&� '- 2 ��&� ' � � � � に H�� 括弧

積を

6&&� �� 5'� &<� �� �'7 2 &6&�< 7� �< � �&�@&�� �''

により定義したものであり，指数写像 �45 ; ��&� '- � ��&� '- は

�45&&� �� 5' 2 &�45&� � � 1&&'� 53 ���@&� � )&&'� �''

である．ここで

1&&' 2

	�
���

&�

&3 �'R
� )&&' 2

	�
���

&�

&3 �'R

である．#- 2 # � � とおく．' 2 &�� �' � ��&� '- &� 2 &�� �' � 6&� '' と

, 2 &A� %' � #- に対して

'&A� &%� �'''�� 2 &�A���� &% 3 �A � �'���� @&�� % � %A� �A''

に注意すると，&'� ,' �� '�, 2 &�A���� &%3�A��'���'により��&� '- は #-
に作用する．この作用は推移的で，&A� �' � #- の固定部分群は B&�$ � � � �$'�
,&6&� ''である．以下，A� � # を固定して，� 2 B&�$� � � � �$�'とおく．この
とき �- 2 ��Cは ��&�� '- の可換 H��部分環であり，�- 2 ��,&6&� ''

及び �-�� 2 �� � ,&6&�� '' はそれぞれ ��&� '- 及び ��&�� '- の閉部分

群となり，=
- 2 �45 �- 2 = �C は ��&�� '- の可換閉部分群である．

指数写像 �45&&� �� �' 2 &�45&� �� �' は �- から =
- への全単射である．

��



=
- �-��=

�
- 2 =��=

� �6&�� ' は ��&�� '- の開部分集合で，&�� �� >' ��
��> は =

- ��-�� � =�
- から =

- �-��=
�
- への全単射となり

��&� '- � =
- �-��=

�
- � �- 2 ��&� '- ��-��=

�
-

が成り立つ．そこで自然な単射

��&� '-��- � ��&� '-�-��=
�
- ��-��=

�
- � =

- �-��=
�
- � =

-

������ �-

による #- =���&� '-��- の �- における像を �- とおくと

�' �- は �- の開部分集合である，

�' 任意の ' � ��&� '- と , � �- � �- に対して

' �45, 2 �45&'&,'' � #&'� ,' � >

なる '&,' � �- , #&'� ,' � �-�� 及び > � =�
- が唯一存在する，

�' &'� ,' �� '&,' により ��&� '- は �- に推移的に作用する．

ここで � を �/0� &C
��C'と同一視して，�- を �/0� &C

��C'�C

の部分集合として具体的に計算してみれば

�' �- 2 � �C,

�' ' 2 &�� �' � ��&� '- &� 2 &�� 5' � 6&� '' と , 2 &�� �' � �- に対して

'&,' 2 &�&�'� &�3���3�'�&�� �'
��' &� 2 &��� �' � �� 2 C��C'�

又 #&'� ,' 2 &�&�� �'� �� :' � �-�� で

: 2 53
�

�
@&�� &��� 3 �'�&�� �'

���'

3@&����&�� �'���' 3
�

�
@&����&�� �'���'

であることがわかる．ここで &��@' の偏極 � 2 C � �C をとり C�+ 2

C �
� �C

+ 2 C� なる + � ��&�� ' を一つ固定しておく．


�- 2 G�&+��'�- � 
=
- 2 �45
�- 2 
= �C�

とおき 
�-�� 2 +���-�� + 2 
�� � ,&6&�� '' とおくと， 
=
-

�-��


=�
- は

��&�� '- の開部分集合で，&�� �� >' �� ��>は 
=
- � 
�-��� 
=�

- から 
=
-

�-��


=�
-

への全単射となる．そこで +��&� '- � =
- �-��=

�
- に注意すると，, �

�- � �- に対して + �45, � �45 +&,'�-��=

- なる +&,' � �- をとり
, 2 G�&+��'+&,' � 
�- とおく．� 2 �/0� &C
�
� �C� ' と同一視すれば

� 
, � 
�- � , � �-
 2 � �C�

となる．ここで ' � ��&� '- と , � �- に対して '& 
,' 2 �'&,' により，

��&� '- は ��- 2 � � C� に推移的に作用する．具体的に計算すれば，

��



' 2 &�� �' � ��&� '- &� � ��&� '� � 2 &�� 5' � 6&� '' と , 2 &�� �' � ��-

&� � �� � � C� ' に対して

'&,' 2 &�&�'� &� 3 ��� 3 ���'�&�� �'��' &� 2 &��� ���' � � 2 C � �C '

となる．又，, � 
�- とみると �45, � ��&� '- 
�-��

=�
- で，

' �45, 2 �45 '&,' � #&'� ,' � >

なる#&'� ,' � 
�-�� � > � 
=�
- が唯一存在する．具体的には #&'� ,' 2 &�&�� �'� :'

で

: 2 53
�

�
@&�� &��� 3 ���'�&�� �'���'

3@&����&�� �'���' 3
�

�
@&����&�� �'���'�

である．更に

>�-�� 2 +���-�� + 2 >�� � ,&6&�� '' & >�� 2 +���� +'

とおくと，,�, � � ��- に対して

�45,
��

�45, � � 
=��&, �� ,'�� 
=�

なる �&, �� ,' � >�-�� が存在する．具体的には , 2 &�� �'� , � 2 &��� ��'

&�� �� � � � �� �
� � C� ' とおいて �&, �� ,' 2 &�&��� �'� I' と書くと

�&��� �' 2

�
� �� � �

�&�� � �'�� �

���

� I 2
�

�
�&�� � �'&�� � �'��� �� � ��

となる．

���

���&� ' 2

�
� � �$�&� '

���� @&��� ��' 2 9&�'@&�� �' 8 � 	�� � � � �

9&�' � ��
�

は ��&� ' を正規部分群としてふくみ，� � ���&� ' は & � ��&� ' に

�45&� � G�&�'&' 2 � �45&� �&'��� &	� � �'

により作用する．具体的には G�&�'& 2 �&��� である．更に � � ���&� '

は � 2 &�� �' � 6&� ' に �� 2 &��� 9&�'�' により 6&� ' の自己同型群として

作用して，半直積 ���&� '- 2 ���&� '�6&� ' は ��&� '- を正規部分群と

して含む．特に � � ���&� ' と &&� �� 5' � ��&� '- に対して

�45&� �G�&�'&&� �� 5'' 2 � �45&�&&� �� 5''��� &	� � �'

��



により ���&� ' の ��&� '- への作用が定義される．具体的には

G�&�'&&� �� 5' 2 &�&���� ����� 9&�'��5'

である．ここで ���&� ' 2 �� � ���&� ' � 9&�' � �
とおいて

J 2

�
9 � ���� �

� �

�
� ���&� ' &� � 9 2 9&J' � �� � � �$�&C ''

とおく．, 2 &�� �' � �- に対して，�- � 
�- � ��- &�� ' とみれば

, 2 &

�
� �

� �

�
� &�� �'� �' � ��&�� '� �� � �

であるから

G�&J', 2 &9 � ��������� ����' � ��-

である．G�&J'� 2 9 � �������� � � とおく．一方 ' 2 &�� �' � ��&� '- に

対して

' � �45, 2 �45 '&,' � #&'� ,' � > &#&'� ,' 2 &�&�� �'� :''

から

J'J�� �45&G�&J',' 2 J' � �45,J��

2 �45&G�&J''&,'' � J#&'� ,'J�� � J>J���

従って &J'J��'&G�&J',' 2 G�&J'&'&,'' で

J#&'� ,'J�� 2 &J�&�� �'J�� � 9�� � :'

である．特に

�&J�J�� � �' 2 J�&�� �'J��

であり，又 :&J'J��@ G�&J',' 2 :&'@,'8�9�
��

, 即ち

:&J��'J @,' 2 :&'@ G�&J','8�9� &�'

となる��．

��� I � �� を @&I�I' � �なる ��格子として，0&�� �' 2 �&�' なる群

準同型写像 0 ; 6&I'� � � に対して

��&I@0' 2 � � ��&I' � 0&��' 2 0&�' 8 � 	� � 6&I'


��ここで $��!%� � ��$� ならば $��!%����� � ��&�'� � $� と定義する．

��



とおく．ここで *&�' 2 0&�� �' &� � I' は @ に関する準指標となり，� ��
*&�'� は群準同型写像となる．そこで ���*� � I は指数有限であると仮定

すると，十分大きな � � � � �をとれば

��&I� �' 2 � � ��&I' � �  � &0 � � � I' 8 � 	� � I
 � ��&I@0'

となる．そこで部分群 ��&I� �' � : � ��&I@0' をとり，:- 2 : � 6&I'

とおいて，' 2 & � �' � :- に対して 0- &'' 2 0&�' とおく．&Æ� �Æ' を 
�� 2

�$� &C� ' の有限次元既約表現で J .�� 図形

�� 個の正方形

�� 個の正方形
���

�� 個の正方形

に対応しているとして，�� � � と仮定する．正則関数

� ; ��- � �Æ &��- 2 � �C� '

は任意の ' 2 & � �' � :- に対して変換公式

� &'&,'' 2 0-&'':&'@,'
���Æ& � �'� &,' &, 2 &�� �' � ��-'

を満たすとしよう．このとき ��格子 $� �C �
�� $ �C� をとって

�' $��$ � Iかつ任意の &3� %' � $��$に対して *&33%' 2 �

�
�

�
�3� %�

�
,

�'

��
� 


� �

� ���� 
 � �/0�&$
�� $'

�
, 但し $� 2 �� � C � � ��� $� � �
とお

き �/0�&$
�� $' 2 �
 � �/0�&C

��C ' � $�
 � $
 とおく

を満たすようにできて

�' 任意の 
 � �/0�&$
�� $' に対して � &� 3 
� �' 2 � &�� �',

�' 任意の H� � $�� H � $ に対して

� &�� � 3 H�� 3 H' 2 �(���&H
�� 3 H� �'� &�� �'� &�'

特に任意の H � $ に対して � &�� � 3 H' 2 � &�� �'

となる．よって � の正則性から

� &�� �' 2
�

������
�
�*��*�

�
6�*�

	&!� ?'�&1�&!�' 3 �H� ��'

なる $ .���� 展開をもつ．ここで

�/0�
�&$

�� $' 2 �! � �/0�&C�C �' � 1�&!
' � � 8 � 	
 � �/0�&$
�� $'


��



である．さて任意の � 2 &&	� 
'� �' � 6&��' &	 �C �
�� 
 �C�' に対して

� :&�' 2 :&�@ �� �'� &�&�� �''

2 �

�
�3

�

�
�	� 	� 3 
�

�
� � &�� 	� 3 
' &� � � '

とおく．� � ��&� ' に対して

����� 2 ������ 2 &&	� 
'&� � �'���

�
@&&	� 
'�� &	� 
'''

だから，十分大きな � � � � �をとれば，任意の  � ��&I� �' � : に対し

て � ��� � :- 2 :�6&I' となり

� :& &�'' 2 :&�@  &�� �''� &� ����&�� �''

2 :&�@  &�� �'':&� ���@�&�� �''���Æ& � �'� &�&�� �''

2 :& @ �� �'��:&���@�&�� �''���Æ& � �'� &�&�� �''

2 �Æ& � �'�
:&�'

となる．一方，� &�� �' の $ .���� 展開から

� :&�' 2
�
��6

	&!� ?'�

�
1�&!�' 3 �?� 	� 3 
�3 �

�
�	� 	�3 
�3 �

�

2
�
��6

	&!� ?'�

�
1�

�
! � �

�

�

?? 3
�

�

�

&?3 	'&? 3 	'

�
� 3 �?� 
�

�

� �

�
�

�
�	� 
�3 �

�
となる．ここで 	 �C � に対して �		 � �/0�&C�C �' を

1�&�		'� 2 �	� 	�� 8 � 	� � �/0�&C
��C '

により定義する．よって次は同値である；

�' 	&!� ?' �2 � となるのは ! � �

�

�

?? � � の場合に限る，

�' 任意の � � 6&��' と � � �� � �/0�&C
��C ' に対して �� :&�'� は

�� � � � -0 � � ��
 で有界である．

��格子 $�� $が上の二条件 �', �' に加えて更に

	' $�� 2 �� �C � �$�� �� � �
とおいて $ � �$��

を満たすようにとる．&�' より � � � を固定すると � &�� �' � &&E���' と

なるから，定理 ����� の基底を用いて

� &�� �' 2
�

�5�*�
*

) �5&�'�6%� �7&�� �'

��



とおく．) �5&�' は � � � の正則関数である．任意の 
 � �/0�&$
�� $' をと

ると，H � $�� % � $� に対して

�H 3 %� H
� 2 �H� &H 3 %'
� � �$�� $�
� � �$�� $� � �$�� �$��� � 	��

�H� %
� � �$�� $�
� � ���

�%� %
� � �$�� $�
� � �$�� $� � �

より �H 3 %� &H 3 %'
�  �%� %
� &0 � ��'となるから

�6%� �7&� 3 
� �' 2 �

�
�

�
�%� %
�

�
� �6%� �7&�� �'

となる．よって � &� 3 
� �' 2 � &�� �' より

) �5&� 3 
' 2 �

�
��

�
�%� %
�

�
� ) �5&�' &% � $�'

となる．よって �)5&�' 2 �

�
�

�
�%� %��

�
�) �5&�'とおくと，任意の 
 � �/0�&$

�� $'

に対して �)5&� 3 
' 2 �)5&�' となるから，) �5&�' の正則性から

) �5&�' 2
�

������
�
�*��*�

	5&! '�

�
1�&!�'� �

�
�%� %��

�

2
�

������
�
�*��*�

	5&! '�

�
1�&! � �

�
�%%'�

�

を得る．よって

� &�� �' 2
�

�5�*�
*�

) �5&�'�6%� �7&�� �'

2
�

�5�*�
*�

) �5&�'
�
��*�

�

�
�

�
�H 3 %� &H 3 %'��3 �H 3 %� ��

�

2
�
6�*�

) �6&�'�

�
�

�
�?� ?��3 �?���

�
2
�
6�*�

�
������

�
�*��*�

	6&! '�&1�&!�' 3 �?���'

となる．即ち 	&!� ?' 2 	6&! ' &! � �/0�
�&$

�� $'� ? � $�'である．以上を踏

まえて #�	 �� 形式と #�	 �� 尖点形式を次のように定義する；

定義 ����� �Æ に値をとる ��- 2 � �C� 上の正則関数 � が

�' 任意の ' 2 & � �' � :- 2 :�6&I' に対して変換公式

� &'&,'' 2 0-&'':&'@,'
���Æ& � �'� &,' &, 2 &�� �' � ��-'

を満たし，

�



�' 任意の � � 6&��' に対して

� :&�' 2 :&�@ &�� �''� &�&�� �'' &� � � '

が ��� 節の意味で重さ Æ の ������ モジュラー形式となる

とき，� を :- に関して指標 0 をもつ重さ Æ の #��� � 形式と呼ぶ．更に

�' 任意の � � 6&��' に対して � :&�' &� � � ' が ��� の意味で ������ 尖

点形式である

とき � を #��� � 尖点形式と呼ぶ．

:- に関して指標 0 をもつ重さ Æ の #�	 �� 形式全体は有限次元複素ベク

トル空間をなす．� �	���の定理から，��0�� � �ならば，上の定義の条件

�' は条件 �' から自動的に従う．:- に関して指標 0 をもつ重さ Æ の #�	 ��

尖点形式のなす複素ベクトル空間を �Æ&:- � 0' と書く．� が #�	 �� 尖点形

式ならば	
�
���	


&Æ&&-0
�'��-0 �'� &�� �'� � &�� �''ÆI�&���'��� &�'��&�' ��

である（& � 'Æ は � �� �Æ&�� ��' が � の既約ユニタリ表現となるように定め

た �Æ 上の ���0�1� 内積）．これにより �Æ&:-' に ���0�1� 内積が定義され

る．逆に，�� �  のとき， #�	 �� 形式 � に対して	
�
���	


&Æ&&-0
�'��-0 �'� &�� �'� � &�� �''ÆI�&���'��� &�'��&�' ��

ならば � は #�	 �� 尖点形式となる．

��� ��&� ' 2 ��&� ' �6&� ' は ��- 2 � �C� に推移的に作用し，

&��� �' � ��- の固定部分群は � �,&6&� '' である．そこで � �,&6&� ''

の �Æ 上の既約ユニタリ表現 &�� �' �� �Æ&�� ��' � �&��' を Æ � � と書いて，誘

導表現 -��
��� �

��/��� ��&Æ � �' を ��- 上の関数の空間に実現する．即ち，	

��	


&Æ&&-0
�'��-0 �'.&�� �'� .&�� �''ÆI�&���'���	
 &�� �' ��

なる可測関数 . ; ��- � �Æ 全体 2Æ�� は

&.� 7' 2

	
��	


&Æ&&-0
�'��-0 �'.&�� �'� 7&�� �''ÆI�&���'���	
 &�� �'

を内積とする複素 ������1 空間である．但し ���	
 &�� �' 2 ��� &�'��&�' は

��- 上の ��&� '- �不変測度である．ここで

#Æ��&'� ,' 2 �Æ&�� �':&'@,'
�� &' 2 &�� �' � ��&� '- � , 2 &�� �' � ��-

�%



とおいて，2Æ�� 上の ��&� '- のユニタリ表現 �Æ�� が

&�Æ��&''.'&,' 2 �Æ��&'��� ,'.&'��&,''

により定義すれば，誘導表現 -��
��� �

��/��� ��&Æ � �' は &�Æ��� 2Æ��' とユニ

タリ同値である．ここで特に正則なる . � 2Æ�� のなす部分空間 6Æ�� は，

2Æ�� の ��&� '- �不変な閉部分空間で，6Æ�� の ��&� '- �不変な閉部分空間

は自明なものに限る．

さて ��&� '- のユニタリ表現 &�Æ��� 6Æ��' を ���&� '- 2 ���&� ' � 6&� '

のユニタリ表現とみれば，��� 節で定義した ���&� ' の正則離散系列表現と���&� '- の既約ユニタリ表現 G��- との関係が見えてくる．即ち. � 6Æ���#���

と 7 � ��� に対して ��- 上の関数 .� 7 を

&.� 7'&�� �' 2 ��1&-0 �'��
�.&�' � &B����7'&�' &� � � � � � C� '

により定義すると，. � 7 �� . � 7 は ���&� '- のユニタリ表現のユニタリ

同値

&�Æ���#��� � 6Æ���#���'
�&>G��- ����' =� &�Æ��� 6Æ��' &�'

を与える．ここで �Æ���#��� は自然な射影 ���&� '- � ���&� 'により ���&� '-

のユニタリ表現とみなしている．よって特に 6Æ�� �2 ��
 となる必要十分条
件は �� �  なることであり，このとき &�Æ��� 6Æ��' は ���&� '- の既約ユ

ニタリ表現となる．

さて #�	 �� 尖点形式 � � �Æ&:- � 0' に対して ��&� '- 上の関数 )� を

)� &'' 2 #Æ��&'@ &��� �''��� &'&��� �'' &' � ��&� '-'

により定義すると

�' 任意の '� � :- に対して )� &'
�'' 2 0-&'

�')� &'',

�' 任意の � � � に対して )� &'�' 2 Æ&�'��)� &'',

�'

	
�
���� �


�)� &''���& <''

2

	
�
���	


&Æ&&-0
�'��-0 �'� &�� �'� � &�� �''ÆI�&���'��� &�'��&�' �

�

である．より正確には次の定理が成り立つ；

定理 ����� � �� )� は複素線形同型写像

�Æ&:- � 0' =��Æ&:-���&� '- � 0
��
- � �Æ��'

を与える．従って � � �Æ&:- � 0' と * � � �
Æ に対して

����&'' 2 &��0 Æ'�
��*� )� &''� &' � ��&� '- '

��



とおくと，� � * �� ���� は複素 ������1 空間のユニタリ同型

�Æ&:- � 0'���
�
Æ =�$�&:-���&� '- @0- @ >�Æ��� >Æ'

に延長される．

��� 実斜交空間 &��@'の偏極 � 2 C ��C をとり，��格子$� �C �� $ �
C は

$� 2 �� �C � � ��� $� � �

なるものとして I 2 $� � $ とおく．6&I' のユニタリ指標

0! ; 6&I'� � � &&&�� �'� �' �� �

�
�3

�

�
��� ��

�
'

に対して

���&I' 2 � � ��&I' � 06&�
�' 2 0!&�' 8 � 	� � 6&I'


は ��&I' の部分群で，十分大きな � � � � �をとれば ��&I� �' � ���&I'

であるから，��&I� �' � : � ���&I'なる部分群 :をとる．:- 2 :�6&I'

のユニタリ指標

0!�- ; :- � � � && � �' �� 0!&�''

からの誘導表現 ���	
 2 -��
��� �

�


0!�- を考える．��&� ' の二重被覆群

F ; ���&� ' 2 ���&� @ ��'� ��&� '

に対して �:�F��&:' � ���&� 'とおく．���&� '- 2 ���&� '�6&� 'とおき，自

然な射影 F- ; ���&� '- � �= &� '- を通して ����	
 2 ���	
 ÆF- を ���&� '-

のユニタリ表現とみれば

����	
 2 -��
���� �

��


�0!�- &�:- 2 �:�6&I'� �0!�- 2 0!�- ÆF-'

である．����	
 に定理 ����� を適用しよう．実際，���&� ' の ���� 表現を

-��
�� �
��!�0!上に実現しておこう．このとき. � -��

���� �
��

+��
! と7 � -��

�� �
��!�0!

に対して

&.� 7'&�'' 2 .&��'&G-&�''7'&�' &�' 2 &��� �' � ���&� '- '

とおくと，&� � ��' � �:- に対して

&.� 7'&&� � ��'�'' 2 .&� ��'&G-&� � ��' Æ G-&�''7'&�'
2 +!&� '��.&��'&+!&� '�& ' ÆK&��' Æ G-&�''7'&�'
2 .&��'&G-&�''7'&��' 2 0!&�

�'.&��'&G- &�''7'&�'
2 �0!�-&� � ��'&.� 7'&�''

となるから .� 7 � -��
���� �

��


�0!�- となる．更に正確には

��



命題 ����� .� 7 �� .� 7 は ���&� '- のユニタリ表現のユニタリ同値写像

&-��
���� �
��

+��
! '- � G- =� -��

���� �

��


�0!�-

に延長される．

さて �$� &C� ' の有限次元既約表現 &Æ� �Æ' は J .�� 図形

�� 個の正方形

�� 個の正方形
���

�� 個の正方形

に対応しているとして，�� �  とする．このとき ���&� '- のユニタリ表現

のユニタリ同値&�' から反傾表現のユニタリ同値

>�Æ���#��� � G- =� >�Æ��

を得る．ここで >�Æ�� の最小の ���タイプ >Æ は >�Æ���#��� の最小の ���タイプ
>Æ� ��1�
� と G- の最小の ���タイプ ��1��
� のテンソル積に対応する．とこ

ろで ��� 節で見たように 7 � -��
�� �
��!�0! を ��1��
��ベクトルとすると

&G-&�''7'&�' 2 ; � :&'@ ��� �' ��1&�-0�&��''
�
��&'&��� �''�

&�' 2 &��� �' � ���&� '- ' である．但し

�&�� �' 2
�
��*�

�

�
�

�
�H� H��3 �H� ��

�
&&�� �' � ��- 2 � �C� '

である．さて #�	 �� 尖点形式 � � �Æ&:- � 0!' と * � � �
Æ に対して ���� �

-��
��� �

�


0- をみれば

����&'' 2 �#��&��' � &G- &�''7'&�' &' 2 &�� �' � ��&� '- '

なる ) � �Æ���#���&
�:� +��

! 'が定まる．即ち

:&'@ ��� �'�Æ&�� ��'
��� &'&��� �''

2��
�&��� ��'�Æ&�� ��'
��)&�&��''� ; � :&'@ ��� �' ��1&�-0�&��''

�
��&'&��� �''

&�� 2 &;� �' � ���&� ''，よって

� &�� �' 2 ��1&�-0 ��'
�
�)&�'�&�� �' &&�� �' � ��-'

である．よって定理 �����から次の定理を得る；

��



定理 ����� �� �  のとき，#�	 �� 尖点形式 � � �Æ&:- � 0!' に対して

)&�' 2��1&�-0 ��'
��
� ��1&�-0 �'�
�

�
	
%�
!�

� &�� �'�&�� �'I�&���'��&�'&� � � '

とおくと，� �� ) は �Æ&:- � 0!' から �Æ���#���&
�:� +!' への複素線形同型写

像である．

��� � 2 ��� 上の交代形式を @&�� �' 2 ���
�� &�� 2

�
� ��

��� �

�
' によ

り定義し，実斜交空間 &��@' の偏極 � 2 C � �C を

C � 2 �&�� �' � � � ��
� C 2 �&�� �' � � � ��


により定める．&�� �' 2 �� &�� �' 2 � によりそれぞれ C � 2 �� , C 2 �� と

同一視する．C ��C の ��格子を

$� 2 �&�� �' � � � ��
� $ 2 �&�� �' � � � ��


として I 2 $� � $ とおく．) � ����
�&:�&�'' に対して

) �&�' 2 )&���' 2 )&G�&J��'�' &J 2

�
� �

� �

�
� ���&� ''

とおくと ) � � �Æ���#���&:� +!' である．ここで

: 2 J:�&�'J
�� 2

��
	 


� �

�
� ��&I'

���� 
  �  � &0 � �'

�

は ���&I' の部分群であり，�$� &C� ' の既約表現 Æ 2 ��1� をとる．一方，

� � ���	

��� に対して

� �&�� �' 2 � &��� �' 2 � &G�&J'&�� �''

とおくと，任意の

' 2 & � �' � J����&I'-J 2 J����&I'J �6&IJ'

に対して

� �&'&�� �'' 2 0!&�':&'@ �� �'
�� ��1 �& � �'�� �&�� �'

となる．更に

� ��&�� �' 2
�

:���!9����!�

0!&�'
��:&�@ �� �'� �&�&�� �''

��



とおくと � �� � �Æ&:- � 0!' となるから，定理 �����に従って � �� に対応する

�Æ���#���&:� +!' の元を求めよう．ここで，定理 ����� から，�� 5 � $� に対

して 	
%�
!��

��&��� �'�;&��� �'I�&���'��&�'

2

����� ��1&�-0 �'��
� �  5 &0 � �$�'�

� � � 5 &0 � �$�'

&I�� 2 ��� 3 � � � � �$�� � � $
' であることと

�&�� �' 2
�

��*�
�*�

��&��� �'

に注意すれば	
%�
!�

� ��&�� �'�&�� �'I�&���'��&�'

2

	
%�
!�

�
6�!�
!��

� �&�� � 3 ?'�&�� � 3 ?'I�&� 3 ?�� 3 ?'��&�'

2

	
%�
!��

� �&�� �'�&�� �'I�&���'��&�'

2 �� ��1&�-0 �'��
�
�

��*�
�*�

)�&��'

となる．よって � �� � �Æ&:- � 0!' には�
��*�
�*�

)�&��' � �Æ���#���&:� +!'

が対応する．即ち
�

��*�
�*�

)�&��' � ����
�&:�&�''が対応する．

� 有元素点での様子

�� 局所コンパクト群上の帯球関数の一般論を復習しておく．詳細は E�0�

����� 6��7, D��� 6�7等を参照のこと．���節の設定を思い出そう．即ち，�は

局所コンパクト・ユニモジュラー群で，� はそのコンパクト部分群，-は �の

中心 ,&�'の閉部分群として，0を -の連続なユニタリ指標とする．� の自

明な一次元ユニタリ表現を �� と書いて，簡単のために� 2 /�&��-� 0@��'

とおく．即ち，� は � 上の複素数値連続関数 . であって

�' 任意の 	 � - に対して .&	�' 2 0&	'��.&�',

�' ��- 上の関数 <� �� �.&�'� の台はコンパクト，
�' 任意の �� �� � � に対して .&����' 2 .&�'

��



なるもののなす複素ベクトル空間を，��- 上の畳込み積

&. � 7'&�' 2
	
�
�

.&��'7&���'��
�& <�'

により � �代数としたものである．さて � を � 上の複素数値連続関数として，

任意の 	 � - に対して �&	�' 2 0&	'�&�' であるとすると，任意の . � � に
対して


�&.' 2 	
�
�

.&�'�&�'��
�& <�'� >�&.' 2

	
�
�

.&�'�&���'��
�& <�'

が定義される．そこで � 上の帯球関数を次のように定義する；

定義 ���� � 上の複素数値連続関数 � が

�' 任意の 	 � - に対して �&	�' 2 0&	'�&�',

�' 任意の � � � に対して �&�����' 2 �&�',

�' 
� ; � � � は全射 � �代数準同型写像

を満たすとき，� を中心指標 0 をもつ � に関する � 上の帯球関数と呼ぶ．

上のような帯球関数の全体を O&��-� 0��' と書こう．帯球関数の基本的

な性質として

命題 ���� � � O&��-� 0��' に対して

�' 任意の . � � に対して . � � 2 � � . 2 >�&.' � �,
�' � は両側 ��不変で �&�' 2 �,

�'

	
�

�&���'�� &�' 2 �&�'�&�'�

逆にこれらの性質により帯球関数が特徴付けられる；

定理 ���� � 上の複素数値可側関数 � で，任意の 	 � - に対して �&	�' 2

0&	'�&�' であり，��- 上の関数 <� �� ��&�'� が ��- 上局所可積分であると

き，次は同値である；

�' � � O&��-� 0��',

�' � は両側 ��不変で �&�' 2 �かつ，任意の . � �に対して . � � 2 ?) � �
&?) � � ',

�' � �2 � かつ
	
�

�&���'��&�' 2 �&�'�&�',

�' 任意の � � � に対して �&�����' 2 �&�' であって，
� ; � � � は全射

� �代数準同型写像�

� に特殊な移送を導入しよう．コンパクト部分集合 " � ��- をとり，

�.556 <� �� �.&�'�7 � " なる . � � の全体を �" と書くと，�" は �.� 2

��



�.5
�<��
�

�.&�'� をノルムとする複素 ?��	� 空間となる．� 2
�
"

�" だから，

部分集合 � � �が � における開集合であることを，任意のコンパクト部分
集合 " � ��- に対して � ��" が �" における開部分集合なることと定

義する．すると任意の � � � � � に対して，�. � � � �.� � �
 は � の開部
分集合となるから，� は局所凸 ��.�� �L 空間となる．このとき

定理 ���� �' � � O&��-� 0��' に対して，� �代数準同型写像 
� ; � � �

は連続である，

�' 連続な全射 � �代数準同型写像 ? ; � � � に対して，
� 2 ? なる � �
O&��-� 0��'が唯一存在する．

保型形式の ��	
� 作用素との関連で考えるときには，� が � の開コンパ

クト部分群である場合が重要である．この場合には

命題 ���� � が � の開コンパクト部分群ならば，� から � への全射 � �代

数準同型写像は全て連続である．

従ってこの場合，� �� 
� は O&��-� 0��' から � 0�$%�� &�� � ' � ��
 への
全単射を与える．

�� � �2 � を有限素点として，加法群 �� の非自明なユニタリ指標を

0 2 �� とする．ここで

�� ; �� � ����� =���� $ <� �� 1���
���� � � �

である．�� �斜交空間 &��@' の偏極 � 2 C � �C を一つ固定しておく．���

格子 $ �C をとり

$� 2 �� �C � � ��� $� � ��
 &��� �� 2 @&�� �' 8 � � �C �� � �C '

とおいて ���格子 I 2 $� � $ � � を定める．� �2 � だから 6 6I7 2 I� ��

は 6&� ' の開コンパクト部分群である．

� 2 �� � ��&� ' � I� 2 I


は ��&� ' の開コンパクト部分群であり，6 6I7 に &�� �'� 2 &��� �' により作

用して，半直積 �- 2 � �6 6I7 は ��&� '- の開コンパクト部分群となる．

�- の自明な � 次元表現を ��
 として，�� 節の一般論に従って

�- 2 /�&��&� '-�,&6&� ''� 0@��
 '

とおく．即ち，�- は，��&� '- 上の複素数値連続関数 . であって

�' 任意の 	 � ,&6&� '' 2 �� に対して .&	'' 2 0&	'��.&'',

��



�' 任意の �� �� � �- に対して .&�'��' 2 .&'',

�' ��&� '-�,&6&� '' 上の連続関数 <' �� �.&''� の台はコンパクト

なるもの全体のなす複素ベクトル空間を畳込み積

&. � 7'&'' 2
	
��� �

/��� ��

.&'���'7&�'���� �

/��� ��& <''

により � �代数としたものである．ここで $の ���基底�%�� � � � � %�
を一つ固定
して %�� � $� を �%��� % � 2 Æ� により定める．このとき * 2 &*�� � � � � *�' � ��

に対して

�� � �$��&C
�' ��1� ��%�� 2 ���%��� �� � �$��&C ' ��1� ��%� 2 ���%�

とおくと ��� 2 �� となる．そこで �&��' 2

�
�� �

� ���

�
� ��&� ' とおくと

��&� ' 2
#
��&

��&��'� &S 2 �&*�� � � � � *�' � �� � *� � � � � � *� � �
'

である．更に，任意の . � �- に対して

�.55. �
#
��&

�-�&�
�'�-,&6&� ''

であることが示される．そこで任意の * � Sに対して，��&� '- の開コンパク

ト部分集合 �-�&�
�'�- の特性関数を .� とすると，.� � /�&��&� '- @��
 '

�

だから，� 頁の方法に従って .��� � �- とおくと，�.���
��& が �- の � �

上の基底となる．ここで ; 2

�
� ��

�� �

�
� ���&��� ' 2 ���&� ' とおく

と，' �� '� 2 ;'��;�� が ��&� '- の反自己同型写像で .���&'
�' 2 .���&''

&* � S' となるから，�- は可換代数でることがわかる．更に �.���� 6��7

により �- の構造は詳しく調べられていて，我々に必要な部分を書けば

命題 ���� �- は � 上有限生成な可換整域である．

�� � �2 � から � � � に対して ���&�' 2 &�� ��&�'' � ���&� ' であること

が示される．そこで �� 2 ���&�'とおくと，これは ���&� 'の開コンパクト部分

群である．�� � �$��&C
�' &* � ��'に対して，&�'に従って �"&��' � ���&� '

を定めれば ���&� ' 2
#
��&

���"&��' �����&F�'

となる．そこで * � Sに対して，���&� ' のコンパクト開部分集合 ���"&��' ��
の特性関数を 7� とおくと，7� � /�&���&� '@�

��'� だから，� 頁の方式に

従って 7��8 � � 2 /�&���&� '����&F�'� 9@� ��'� を定義する．ここで 9 は

��



���&F�' の唯一の非自明なユニタリ指標である．�7��8
��& は � の � 上の
基底である．

さて &G- � $
�&C �'' は ���&� '- に既約ユニタリ表現で， ���不変ベクトル

は $� の特性関数 .*� の定数倍に限るから，付随する ���&� '- の帯球関数を

L&'' 2 &G-&''.*� � .*�' &' � ���&� '- ' とおくと

�' * � ��に対して L&�"&��'' 2 &��
� � :�'����, 但し �*� 2 *� 3 � � �3*� 及

び :� 2  �&E�' �&�� �E�' とおく，

�' �.55&L' 2
#
��&

��-
�"&��' ��- � &���&F�'� ,&6&� '''

である．次の命題は ����1��� 6��7 による；

命題 ���� . � � に対して

.-&�� �' 2 .&��' � L&��� �' &&�� �' � ��&� '- � �� � ���&� ' ��1�.�&��' 2 �'

とおくと，. �� .- は � から �- への � �代数の同型写像を与える．

�� 二重被覆群 ���&� ' と #�	 �� 群 ��&� '- 上の帯球関数の関係を考え

よう．まず

命題 ���� � � O&$�= &� '����&F�'� 9� ��' に対して，��&� '- 上の連続関数

�- を

�-&�� �' 2 �&��'L&��� �' &F&��' 2 �'

により定義すると，�- � O&��&� '-�,&6&� ''� 0��- ' である．

そこで �- と � の � �基底 �.���
��& と �7��8
��& を用いて，複素線形
同型写像 ! ; �- =�� を !.��� 2 &��
� � :��

� '���7��8 &* � S' により定義し

よう．すると

定理 ���� �' ! は �- から � への � �代数の同型写像で，命題 ����で与

えた同型写像の逆写像となる，

�' 任意の � � O&���&� '����&F'� 9� ��' に対して 
� Æ ! 2%�- となる．
ここから直ちに次の系が得られる；

系 ���� � �� �- はO&���&� '����&F�'� 9� ��'からO&��&� '-�,&6&� '''� 0��- '

への全単射を与える．

���&� ' の既約ユニタリ表現 J で，J �'���=� 2 9 かつ自明でない ���不変ベ

クトルをもつもの全体を )&���&� '����&F'� 9� ��' とおく．又，��&� '- の既

約ユニタリ表現 � で，��/��� �� 2 0 かつ自明でない �- �不変ベクトルをも

つもの全体を )&��&� '-�,&6&� ''� 0��-' とかく．�, �- はともに可換だ

�



から，これらの既約表現の ���不変ベクトル，或いは �- �不変ベクトルは �

次元となり，既約表現は対応する帯球関数によって定まるから（定理 �����）．

従って上で示したことから次の定理が示される；

定理 ���� J �� � 2 J- � G- は全単射

)&���&� '����&F'� 9� ��' =�)&��&� '-�,&6&� ''� 0��-'

を与え，対応する帯球関数は �� 2 &�9 '- となる．
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